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R E S U M O
Este trabalho tem por objetivo a, análise de um.escoa­
mento laminar, incompressível, axissimétrico e estacionário, atra­
vés d.e um obstáculo quadrado com arestas em cantos vivos, utilizan 
do-se esquemas numéricos.
A solução é obtida aplicando-se as equações de continui^ 
dade e as de Navier-Stokes, a um volume de controle axissimétrico. 
Devido à simetria apresentada, o campo volumétrico do. escoamento é 
transformado num campo plano, e este por sua vez é convertido em 
seu análogo computacional. A este campo, são aplicadas as equações 
do Transporte da Vorticidade, juntamente com as condições de contor 
no apropriadas, na forma de diferenças finitas.
Este conjunto de equações é resolvido por um ' computador 
digital de alta velocidade, e obtém-se os campos da função de cor­
rente ,e função vorticidade para escoamentos com. números de Reynolds 
até 50.
Os resultados de perfis de velocidade, comprimento de se 
paração e forma da linha de corrente são comparados com os resulta­
dos experimentais disponíveis, obtendo-se uma boa concordância.
IX
ABSTRACT
The main purpose of this work is the numerical calcula­
tion of the main variables of the laminar, incompressible, 
axissimmetric, steady flow around a circumferential square obstacle 
placed at the wall of a circular pipe.
The continuity and Navier-Stokes equations with appro­
priate boundary conditions are numerically solved through the 
finite-differences method. ■ .
The vorticity field and the streamfunction field are 
obtained for Reynolds numbers of the flow up to 50 using a high 
velocity computer - IBM 4341.
The velocity profiles, the separation length and the 
shape of the separating streamline are compared with experimental 
available data and a good agreement is achieved.
LISTA DE SÍMBOLOS
B = P + Re (lj2 + v 2)/2 = soma de Bernoulli adimensional 
Dq = Diâmetro do tubo
h = Largura real da malha de diferenças finitas 
H = Largura adimensional da malha 
L^ = Comprimento de separação adimensional 
p = Pressão estatica real do fluído.
Pq = Pressão de referência adimensional na seção de entrada 
P = Pressão estática adimensional 
Tq = Raio do obstáculo anular 
r = Coordenada cilíndrica radial 
r^ = Quadrado do índice de correlação 
R = Coordenada cilíndrica radial adimensional 
Rq = Raio interno do conduto 
U q Ro
Re = — —  = Numero de Reynolds baseado no raio do tubo e velocidade 
máxima do fluxo não perturbado
Uj^Do .  .
R®D^ ~ —  = Numero de Reynolds baseado np. diâmetro do tubo e na
velocidade media do escoamento não perturbado 
t = Variável temporal 
T = Variável temporal adimensional 
u = Velocidade axial real
U = Velocidade axial adimensional '
U q = Velocidade axial,máxima para o fluxo de Poiseuille 
= Velocidade axial média para o fluxo de Poiseuille.
V = Velocidade radial real • •
V = Velocidade radial adimensional
a
Re
y = Coeficiente de viscosidade dinâmica do fluído
V = Coeficiente de viscosidade cinemática do fluído 
ü  = Função vorticidade
Y = Função de corrente de Stokes 
p = Densidade do fluído
Trz = Tensão de cizalhamento real no sentido axial .
T = Tensão de cizalhamento adimensional no sentido axial
SUBÍNDICES
i = índice de posição para Z 
j = índice de posição para R 
([) - Valores referentes ã linha de centpo
SUPERÍNDICES
k = Numero de iteração
n = índice de tempo presente
+. = Valores obtidos experimentalmente
INTRODUÇÃO
1.1. ■ Considerações Preliminares
Na Mecânica dos Fluídos, devido ã não-1inearidade asso­
ciada ao forte acoplamento de variãveis, inerente as equações de 
Navier-Stokes, a resolução de determinados problemas através de a- 
bordagem analítica se torna, ãs vezes, tão complexa que o grau de 
idealização imposto ã modelagem matemática, impede qualquer tentatõ^ 
va de utilização mais prática da solução. Por sua vez, uma aborda 
gem experimental para o mesmo problema, no caso de se desejar obter 
um número de informações razoavelmente bom para o volume de contro­
le sob análise, teria três inconvenientes principais: o primeiro 
seria o longo tempo envolvido na obtenção da solução, tendo em vis 
ta a necessidade de construção de uma bancada de testes, bem como o 
tempo consumido na aquisição de dados. 0 segundo seria de natureza 
econômica, uma vez que a construção da referida bancada exige uma 
mão-de-obra bastante qualificada, adicionada ao fato de que a con­
fiabilidade dos dados coletados reinvidica a presença do pesquisa 
•dor para supervisão e orientação dos. testes, quando não ê o proprio 
pesquisador que o realiza. Deve-se salientar, ainda, que o tempo 
consumido na construção da bancada de testes envolve o tempo neces­
sário ao desenvolvimento de dispositivos de medição especiais nem 
sempre disponíveis no mercado.
0 terceiro inconveniente refere-se ã limitação na obten­
ção de dados,quer pelas incertezas envolvidas nas medições própria 
mente ditas, quer pela dificuldade em cobrir todo ó campo de análi­
se, ou ainda pela inexistência de equipamentos apropriados as medi 
ções. Para contornar tars dificuldades, grande número de pesquisa­
dores, em Mecânica dos Fluídos, está utilizando métodos numéricos 
em conjunto com computadores digitais de alta velocidade e grande 
capacidade de armazenamento, obtendo, desta maneira, soluções para 
problemas bem mais realistas do que os estudados pela linha analíti 
ca e, com um número de informações, para os diversos parâmetros en­
volvidos, muitas vezes maior do que o obtido pelo procedimento expe 
rimental. ^ :
Por outro lado, a análise de problemas físicos unicamente 
sob 0 ponto de vista numérico, envolve riscos bastante sérios, tais 
como a obtenção de soluções errôneas, estabilidade do processo do
c a p Ti u l o  I
solução, determinação dos limites de convergência, etc.
Tendo-se em vista que o procedimento experimental lida dj^  
retamente com a realidade física sob analise, uma opção bastante ra- 
cional e a utilização da abordagem' numérica, para a obtenção da so­
lução mapeada para os diversos parâmetros em estudo, comprovada por
alguns dados experimentais disponíveis para comparação.
ii ■
Assim sendo, os objet,;^/os propostos deverão' ser atingidos 
dentro do espírito norteado pela opção mais racional,; tendo-se em 
mente os recursos disponíveis para tal. ' ■'
■ 1.2. Obj etivos ’
0 presente estudo tem por escopo a análise numérica de um 
escoamento laminar incompressível, de um fluído Newtoniano, junto a 
ressaltos na parede np interior de canalizações, É também realiza­
da a comparação dos resultados numéricos com.os resultados experi­
mentais obtidos por Linsingen |2l|, uma vez que o tipo de escoamen­
to, comportamento do fluído e geometria do ressalto se equivalem.
( ■
Uma \ T Q 7 . que instabilidades inerentes aos métodos numéri­
cos limitam as soluçÕes a valores máximos do numero de Reynolds do 
escoamento que se podem alcançar, e o fato de tal parâmetro disponí 
vel para comparação experimental, se situar numa gamá de valores 
bem mais elevada do que os existentes na literatura, também obtidos 
numericamente, este estudo testa dois métodos de solução numérica 
para valores do numero de Reynolds compatíveis com a banda inferior 
da faixa de valores analisada por Linsingen I 2 1 I .  Em consequência, 
este trabalho, além de mapear nujTiericamente o escoamento para os pa 
râmetros de pressão, tensão de cxzalhamento, velocidade, função de 
corrente e função vorticidade, bem como analisar e posicionar a re 
gião de recirculação junto ao ressalto, também estabelece uma compa 
ração entre os resultados obtidos com a utilização dos dois métodos 
numéricos para quatro diferentes condições de contorno, quando se 
fixa uma solução como referencia.
, Uma Vez validados os resultados numéricos obtidos numa
h.;:^ número de Reynolds, fica patente a possibilidade de
_  ---vc extrapolarrlS^^^ resultados obtidos experimentalmente, para valo- 
„j c R e y n o l d s  abaixo do limite inferior da banda uti- 
„ Lizadã, ■
A realização deste trabalho -se justifica, na medida em 
que o escoamento deste tipo apresenta as características dos escoa-, 
mentos encontrados em dispositivos cardiovasculares protêticos, co 
ração artificial e dispositivos medidores de vazão tipo placa de 
orifício. ; .
No que tange ã analise do escoamento para os dispositivos 
cardiovasculares protêticos e c ação artificial, esta se torna re­
levante quando Fry et al (1965) sugerem que os problemas advindos 
com a formação de trombos e colapso sanguíneo estão associados com a 
separação do escoamento, bem como às tensões cizalhantes que agem 
sobre as células sangüíneas, como citado em Cheng et al |7|.
Para os medidores de vazão tipo placa de orifício, a anl 
lise do escoamento se torna importante, quando os resultados obti­
dos experimentalmente para os coeficientes de descarga, se tornam 
contraditorios para regimes de fluxo vis.cosos para baixos números 
de Reynolds.
1.3. Revisão da Literatura
Vãrios pesquisadores, que serão citados a seguir, jâ estu 
daram o problema do escoamento incompressível de um fluído viscoso 
em condutos constando de expansões abruptas ou restrições do fluxo. 
Foi utilizada uma gama relativamente grande de soluções numéricas, 
tendo em vista a dificuldade em se conseguir soluções analíticas 
do problema, devido ã forma.altamente não linear das equações de 
Navier-Stokes.
Nó conjunto dessas soluções numéricas, a maioria delas ê 
voltada ao caso do escoamento bidimensional, plano ou axissimétrico 
com incidência maior no escoamento plano, o qual implica em um me­
nor numero de singularidades em seu tratamento. Segundo a maioria 
dos autores, o método de solução adotado ê baseado na adimensional^ 
zação e discretização das equações de Navier-Stokes e da conserva­
ção da massa na forma de diferenças finitas. Macagno e Hung |ll; 
Fromm \ 2 \ \  Roache |3|; Hirt e Romero |4|; Harlow e Welch [s] ; 
Liou l6l utilizaram as equações discretizadas na forma classificada 
como "conservativa", enquanto que Cheng et al |7|; Lee, e Fung |8|; 
Mills |9| utilizaram equações "não-conservativas". No que conser 
ne ãs variaveis independentes,com exceção de Hirt et al |4|; Harlow 
e Welch |5|; Liou |6 | que usaram o método das "variaveis primiti­
vas", todos os demais utilizaram as equações da vorticidade e fun­
ção de corrente.
Quanto ao regime do escoamento dos trabalhos em apreço, 
os mesmos são enquadrados em três maneiras diferentes, a"saber:
I - Regime permanente:
I.a) Abordagem estacionaria, na qual o termo da variação tempo 
ral é sumariamente eliminado da equação fundamental.
l.b) Abordagem transitória, onde a solução estacionária e apro 
ximada em convergência assintotica, pela integração numérica das e- 
quações, conservando-se as parcelas das variações temporais.
II - Regime transitorio:
Abordagem para solução de problemas que envolvem variações tem 
porais, onde as soluções acíclicas ou cíclicas são obtidas por inte 
gração numérica como no caso anterior, porém com tempo especificado 
a partir de um referencial temporal, ou num determinado período cí­
clico.
Abordagem do tipo CI*a) foi utilizada por Lee [8|; Mills |9| e 
Roache |20|, enquanto Macagno e Hung |l|; Cheng et al |7|e Liou |6| 
utilizaram o método (l.b). Finalmente Fromm |2|; Hirt et al |4| e 
Harlow e Welch |5|, desenvolveram algorítimos para resolver probl£ 
mas do tipo (II).
No que tange ãs condições de contorno utilizadas, encon-
tram-se:
a - Para contornos rígidos
Utiliza-se velocidade nula junto da parede (condição de 
não deslisamento), implicando em função de corrente nula e formula­
ção especial para a função vorticidade, líos trabalhos que utilizam 
o método da vorticidade-função de corrente. Quanto a este tipo de 
condição, houve bastante divergência com relação aos autores consul^ 
tados. Macagno e Hung |l| e Roache |3| com coordenadas cartesia­
nas, Lee e Fung |B| e Mills |9| coordenadas cilíndricas, utilizaram 
as equações fundamentais para fornecer as expressões da vorticidade 
em termos dos valores da função de corrente nos pontos junto ã pare 
de. Para a obtenção das derivadas de maior ordem, expandiram a fun
ção vorticidade e a função de corrente em série de Taylor em torno 
de seus valores junto da parede, com erro de truncamento da ordem 
de (dimensão característica da célula de discretização). Cheng 
et al 7 expandiram a~vOrticidade em série de Taylor até segunda 
ordem, em coordenadas cartesianas, com erro de truncamento da ordem 
de h^. Jã Roache |3l fez um estudo utilizando os dois desenvolvi­
mentos jã citados, acrescentando a estes, uma expansão em série de 
Taylor até primeira ordem, que segundo o autor, é o método mais co- 
mumente usado. Neste estudo de Roache Isl, todos os três métodos 
foram desenvolvidos em coordenadas cartesianas. Para o método das 
variaveis primarias, as condições a serem impostas são a da zeragem 
pura e simples das velocidades normais e a utilização de velocida­
des tangenciais virtuais negativas, o que torna nula a velocidade 
na parede, segundo Fromm |2|, Hirt et al |4|, Harlow e Welch |s| e 
Liou I6 I.
b - Para a seção de entrada
Utiliza-se um perfil de velocidades parabolico plenamente 
desenvolvido. Quanto a esta condição, houve total unanimidade, com 
exceção de Roache |3 | que sugere além de fluxo de Poiseuille, ou­
tras condições com base nos perfis d e 'camada limite. Macagno e Hung 
l| foram os ünicos que fixaram com exatidão a localização desta se 
ção, situando-se distante do obstáculo, de um comprimento equivalen 
te a 3/4 da largura do conduto a montante. Os demais autores loca 
lizaram-na a uma distância suficiente, de forma que os vórtices na 
região de interesse não sofressem influência em suas característi - 
cas.
c - Para a seção de saída
I
Utiliza-se um perfil de velocidades parabolico. Novamen 
te houve total unanimidade quanto ao tipo de perfil :e localização 
•da mesma (idêntica ao caso mais genérico adotado para a seção de en 
trada), so havendo alguma variação na maneira de se fixarem os valo 
res para a distribuição parabólica. Enquanto Lee Isl e Mills Iq I 
simplesmente impõem perfil parabolico plenamente desenvolvido, os 
demais optam por um perfil parabolico obtido por expansão em série 
. de Taylor, até segunda ordem, em torno da antepenúltima seção proxl 
ma ã saída.
Com relação aos pontos cSncavos, ocorreu unanimidade • na 
escolha de valores nulos para a função de corrente, bem como para a 
vorticidade, no método que faz uso destes parâmetros. Jâ para os 
pontos- de quina convexos, ocorreram novas divergências. Roache Í3l 
e Mills 19| sugerem o uso de dois pares de valores da função vortô^ 
cidade nestes nos, correspondentes ãs porções a montante e a jusan 
te da seção em estudo. Ja Macagno e Hung 111, justificando que a 
separação na expansão torna o fluxo quase paralelo ao eixo de sime­
tria, usam somente o valor obtido para o contorno paralelo a este 
eixo. Por último, Cheng et al |81; [l4| sugerem que os valores pa­
ra estes pontos sejam obtidos pela combinação aditiva das condições 
de contornos paralelos e perpendiculares ao eixo de simetria.
e - Contornos simétricos
Para esta condição, mais uma vez houve um consenso comum 
a todas as publicações consultadas, que consiste em se impor valor 
constante da função de corrente (imposição advinda da própria defi­
nição deste parâmetro) e valor nulo para a função vorticidade.
No que se refere ao critério de convergência para a fisca 
lização do processo iterativo, praticamente não houve concordância 
dos critérios adotados, ou seja, Macagno e Hung |l| adotaram o se­
guinte critério: ”0 erro.relativo da função de corrente na linha 
de centro; entre os valores correspondentes a esta função para 10 i  
terações sucessivas, não deve exceder 15 x 10 0 erro relativo da 
função vorticidade junto da parede, entre os valores corresponden­
tes a esta função, para 10 iterações consecutivas, não deve exceder 
a 1 X 10 (para o caso da abordagem transitória, o critério de con 
vergência foi relaxado, com o proposito de.se diminuir o tempo de 
computação)''. Enquanto qUe Cheng et al |7|; |l4l adotaram o seguin 
te critério: "0 modulo da diferença entre os valores da função de 
corrente entre uma iteração e a anterior», deve ser menor do que o 
maior dos valores (I'l'jj,| / ,1000) e 5 x 10 . de outra parte, Lee e 
Fung Í8| recomendam que "a diferença em modulo entre os valores de 
duas iterações sucessivas deve ser menor do que 1 x 10  ^ para a fun 
ção de corrente e 5 x 10  ^ para a função vorticidade"-. Por último, 
Mills 9 I sugere que o "erro relativo do maior valor da grandeza em 
verificação, não deve exceder a 3 x 10~^, para a função de corren­
te, e 1 x 10 ^ para a função vorticidade, entre duas iterações con
d - Pontòs de quina - '
secútivas". Para os trabalhos consultados, nos quais a abordagein-é 
transitória, houve novo consenso em torno dos critérios de estabili^ 
dade de von Neumann, segundo Roache |3| e Fromm |2|. Por outro la­
do, Hirt et al U I  £az uso de seu proprio critério. Para os casos 
de abordagem estacionaria, Roache |3| sugere o s •critérios,de. von 
Neumann e Hirt |4|, enquanto que Mills Í9| acata o critério sugeri­
do por Thom e Apelt |l3|, que relaciona o tamanho mãximo da malha 
com o numero de Reynolds.  ^ •.
No que diz respeito ao tamanho da malha utilizada,Macagno
e Hung 1 testaram tres tamanhos adimensionais de malhas, a saber; 
1/8, 1/16 e 1/32. De sua parte, Mills |9| utilizou-se de dois ta­
manhos; 1/8 e 1/16. Por outro lado, Liou |ó|, Lee e Fung |8| e 
Cheng et al | l 4 l ,  utilizaram-se de um único tamanho de malha, sen­
do; 1/10, 1/8 e 1/20, respectivamente.
Encerrando esta revisão sintetizada da literatura 'consujL 
tada, tabularam-se os números de Reynolds máximos obtidos para os 
respectivos trabalhos dos diversos autores em ordem crescente;
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t, baseia-se na velocida
de média e no diâmetro (ou largura) máximo do conduto.
1.4. Caracterização do Escoamento
Para o presentè trabalho, o escoamento a ser estudado é 
caracterizado pelas seguintes propriedadés;
1) 0 escoamento é axissimétrico - a condição de axissimetria por si 
so já estabelece uma importante simplificação na formulação mate 
mática, que é a da consideração do escoamento bidimensional.
2) 0 escoamento é incompressível - esta premissa pressupõe a inexi^ 
tência de variação local ou temporal da massa específica.
10
3J 0 escoamento é estacionarid - estabelece que todos os parâmetros
0 demais propriedades' sao invariantes com o tempo.
4) 0 numero de Reynolds e pequeno - com isto restringe-se a escoa­
mentos laminares, caracterizados pela ausência de flutuações dos 
parâmetros a serem analisados.
5) 0 fluído é Neivtoniano - este estudo sera aplicado apenas aos 
fluídos que obedecem â Lei de Newton da viscosidade, no caso de 
escoamentos paralelos, ou â Lei de Stokes da viscosidade, no ca- 
so de escoamentos laminares mais gerais.
6) 0 fluído é homogêneo - a hipótese do contínuo e valida.
7) 0 escoamento ê geometricamente caracterizado por um fluxo atra­
vés de um obstáculo quadrado de cantos vivos, disposto axissime- 
tricamente em um duto circular de paredes rígidas e impermeâ - 
veis, de acordo com a Figura 1, sujeito a ,um gradiente de pre£ 
sao constante, longe do obstáculo. Para este trabalho, o obstá­
culo tem raio interno e comprimento medindo metade do. raio inter 
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0 método utilizado neste trabalho fundamenta-se na solu­
ção das equações do transporte da vorticidade, e é usualmente çonhe 
cido como "método da função de corrente e vorticidade".
Na utilização deste método, dois critérios foram aborda­
dos; um normalmente conhecido como'metodo estacionário, no qual não 
se leva em conta a variação temporal das variaveis que o cáracteri^ 
zam, e o outro, designado como método tránsiente, que, utilizando a 
variação temporal, se aproxima da solução estacionaria assintotica- 
mente, pela iteração numérica das equações completas.
Para efeito de denominação, os dois métodos serão identi 
ficados por:
I - Método da função de corrente e da vorticidade - solução esta-,
cionãria. •.
II - Método da função de corrente e da vorticidade - aproximação
tránsiente.
2.1. Fundamen t a ç ã o Ma te mat ic a
2.1.1. Equações Governantes
0 escoamento obedece ãs equações dé Navier-Stokes, que, 
em função da bidimensionalidade axissimétrica, serâ utilizada em co 
ordenadas cilíndricas. Seja (r,z) um par de coordenadas cilíndri­
cas, com eixo z coincidente com o eixo de simetria do duto. Na re 
gião o^r^R. ; oí:0^2n; -oo<z<oo, são validas:
Equaçao da Continuidade:
+ X  ^ _3v ^ 0 r n
Dz r ar
Equações do Movimento na sua forma menos "conservativa" segundo
• Cheng et al |7| e Mills |9|:
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3 V _ 1 '_9p_
9t 3r 9 Z p 9r
ÎV V
9r' r 9r 9Z'
(2 a)
9t 9r 9 z
? 2 
9 - u  ^ ^ 9 U 9_u
9r^ r 3r 9z^
(2b)
onde V ê velocidade radial, u ê a velocidade axial, p ê a pressão, 
p é a densidade, v é a viscosidade cinemática do fluído e _t e a va 
riavel de tempo real.
Identificando Rq como o comprimento característico, e Uq 
a velocidade mãxima na linha de centro do fluxo não perturbado pelo 
obstáculo, como a velocidade característica do problema, são obti­
das as seguintes variãveis adimensionais:
h u u p Ro , T =
(Rq /Uo )
onde h ë a largura real da malha.
Em sua forma adimensional, as equações governantes resul^ 
tam (ver Apêndice I):




9T 9R 9 Z Re
V 3^V
9R 3R R 3 R R 3Z'
(4a)
y9U U9U
9T 9R 9Z Re
3P  ^ 9^U  ^ 1 9 U  ^ 3^U .—— -}• —■ ■ - + —. ---  + -- -
3Z 9r2 R 3 R 9Z‘
(4b)
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onde o parâmetro adimensional’Re ê o número de' Reynolds definido 
p o r :
Re .=
■: U R 
o o
(4cJ
Introduzindo-se a função de corrente de Stokes Y
V = (4dJ
(4e)




onde, utilizando-se a função de corrente se Stokes, pode ser r e e s ­
crita como:
=
R 3 R^ 3 Z'
1 3 y 
r 2 9 R
(5)
Eliminando-se a pressão nas equações (4), tendo em vista 
a equação (3), bem como os conceitos da função de corrente e vorti- 
cidade (ver Apêndice I) , obtêm-.se:
M  + yiíl + yii?. - EY 1_ 
3T 3R 9Z R Re
9 '^ü 1 M  _ i?:_ +
9r 2 R 9R r 2 9Z^ '
(6)
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ou em sua forma "conservativa", segundo Roache | 3| , fornèce:
 ^ 1




que juntamente com a equação (5) são conhecidas como as equações de 
transporte de vorticidade. ■
A diferença básica entre os métodos I e II consiste justa
9íí
9T
mente na variação temporal da vorticidade, ou seja, da parcela 
das equações (6) e (7). No método I, esta parcela é sumariamente e 
liminada da equação, caracterizando o estado estacionário da solu­
ção, enquanto que no método II, a mesma é conservada, e a solução 
estacionária é obtida através da convergência assintotica da inte­
gração numérica com relação ao tempo.
Uma vez que dificuldades matemáticas impedem uma. solução 
analítica, o método das diferenças finitas com o auxílio de um com­
putador de alta velocidade é utilizado para obter uma solução numé­
rica. Assim, obtém-se os seguintes pares de equações;
Metodo II Forma não-conservativa





+ V —  + U ~  —  - i-
9T 9R 9Z R Re R 9R9R^ .- R'
3
3Z^
Método II - Forma conservativa
1
Ù  =  -  
















V —  + u —
3R 9Z R Re
9 + i  i;












3 [Yü)  ^ 3 (Un)  ^ 1_ 
3R 3Z Re





E mais as condiçoes de contorno apropriadas, são converti 
das em equações anãlogas na forma de diferenças finitas, quando o 
campo computacional é dividido em células quadradas de largura H ,co 
mo mostrado na Figura 1.
Os diversos pares de equações podem ser discretizados na 
forma de diferenças finitas, utilizando-se a.derivação numérica as­
cendente para a parcela temporal, e derivada central para os termos 
espaciais (Método "FTCS" - Forward Time and Centered Space Method), 
que segundo Roache |3|, é menos sujeito à instabilidades numéricas 
do que as formas de diferenças centrais temporais, que são incondi­
cionalmente instáveis.
Dessa forma (ver Apendice II), obtem-se:
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vi ■ 4 (8a)
2Rj
^n+1 ' A T  Q . . = Q . . + --
3,1 3,1 4H^R 3
(’F . , . -  . ) (S^ . .
'-J+1,1 J-1,1^ 3,11+1 j ,i-l
- [f. - '1'. . T ) ( f i . - n. , .) +'' j ,1+1 j ,1-1^ j+l ,1 j-1,1^
+ a 4R-: 1 • + -,-1  + .  i)i +
J  ^ J+1,1 J-1,1 J ,1 + 1 . J ,1-1^
2HRe 4h 2
Rj
íí. . + 
J ,1









'ü . ' . 
Rj-1 ,
J + 1 .1
Rj  + 1
■ ■ .0 - - -,
fv - V 1 + -J— _— ÍHI - V 1 -
''3 + 1,1+1 j+l.i-lJ "^^ j + l,i + l 'j-l,i+l^
f i . . T
3 .1-1 
Rn
1 • 1 - 'I' • 1 • 1 ) + 01 -1,1-1 j-l.i-l" + ü . -, - + fi. - , + j + 1,1 3-1,1 3,1 + 1
+ fi. - ) - 4 
3 ,1-1'
4R-j2 + h 2
R j 2
2H
j ,i R. *-^ j+l ,i
onde a =
Re
.. . = 1 
3,1 4 3 + 1,1 3-1,1 j  .1 + 1 j ,1-1^
2R (10a)
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(T . . , T - Ÿ . . ,  ) Tn - , T . - f2. -, . )■
j ,1 + 1 3 .i-l-'  ^ J+1,1 J-1,1.
- ^"j+l,i ■ ^j-l,i^ ^^j,i+l - ^j,i-l^








Rj + l h  + l,i
i+1
Í2 .  .
R- ' V l . i - 1
+ 4 (íí- -  + í2. , . + n. . . + ü. . T) + 
 ^ J+l ,1 j-l ,1 j ,1+1 ■ j ,1-1^
+ 2H
R. M + 1 , Í  j-l.i
V
4Rj2 + h 2
A
-1
Observação: Nas equações apresentadas não se caracterizou com índi­
ce .alto 0 número de iteração, uma vez que na aproxima­
ção transiente, o índice alto n+1 cumpre este papel, e 
para as soluções estacionárias, o mesmo fica implícito 
no proprio processo iterativo, pois em cada iteração o 
último valor conhecido ê o utilizado. Este procedimen­
to foi adotado com a finalidade de se poupar memória p£ 
ra armazenamento.
\
2.1.2 Condições de contorno
Em concordância com Roache |3| , os mais variados ' tipos 
de escoamento, são soluções de uma mesma equação diferencial._ par­
cial, ou seja, das equações de Navier-Stokes, e se distinguem entre 
si, somente pelas condições inicial e de contorno, bem como por pa­
râmetros de fluxo como o número de Reynolds. 0 mesmo autor alerta 
quanto á dificuldade de obtenção de condições de contorno que resul 
tem em métodos realistas, precisos e estáveis. Com o escopo de se 
fazer sentir esta dificuldade, para Reynolds igual a cinco e trinta 
foram utilizadas as condições de contorno mais comumente usadas na 
literatura consultada, para confrontação de resultados.
a) Para os contornos rigidos:
A condição de contorno da funcão de corrente e da vor- 
ticidade junto a contornos rígidos é obtida através da expansão em 
série de Taylor, a partir da parede, utilizando-se os valores do 
campo já calculados. Dependendo da ordem desta expansão, obter-se- 
ão condições de contorno para a vorticidade dada por equações de 
primeira ordem e equações de segunda ordem, segundo Roache jSj, (co 
mo deduzidas no Apêndice III).
Como condição de contorno de primeira ordem fez-se uso 





+ 0 (H^) (12a)
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Para contornos verticais com face ?i esquerda:
R j
(12bj
Para contornos verticais com face à direita:
ü . . = 2 
3 .1 RjH^
(12c)
Para condição de contorno de segunda ordem, optou--se pela 
equação desenvolvida por Jensen (1959) e utilizada também por Cheng 
et al |7| em coordenadas,cartesianas. Para escoamento axissimétri­
co resultam as equações (13a,b,c).
Para paredes horizontais:
0,5 , • . 4
(t .; 1 " ^i-2 i ^ -----R 3,1 3 .^ ,1 R-i-3-1/2
+ 0 (H^) (13aj
Para contornos verticais com face ã esquerda:
+ 8'F. . - . ) + 0 (h 2) (13b)
R ‘H J ’-*- J,-La. j , X ^
Para contornos verticais com face ã direita:
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Uma terceira condição de contorno de segunda ordem, desen
.volvida por Thom e Lester |11 |, ê baseada na expansão em série de
Taylor, tanto da função de corrente como da vorticidade, em torno
dos valores da parede. Utilizam-se as equações governantes para
fornecer as expressões para as derivações de maior ordem. Na forma;
utilizada por Mills |9|, resulta, .para contornos horizontais:
^2 ^'^j-1,1 " '^j,i^ ■ Rj-l^j-l,i '
o = ü------^ ^ ----------- + 0 (H-^ ) ' (14a>
2 - ÍL - ^
Rj 4Rj2
Para contornos com face ã esquerda
(14b)
Para contornos verticais com face ã direita:
b) Para a seçao de entrada:
A escolha da posição da seção de entrada é feita de ma 
neira a tornar desprezíveis os efeitos devido a presença do obstá­
culo naquela seção. Com este proposito estabeleceu-se que a seção 
de entrada seria posicionada a montante da obstrução, de um comprn.
2 3
mento igual a 3Rq . Nesta seção ficou estabelecido que o escoamento 
é plenamente desenvolvido e de perfil de velocidades parabólico(per 
fil de Poiseuillé). Portanto, nesta seção:




Q RUdR + c (16a)
Como foi colocado no paragrafo referente ã'condição de 
contorno, para as fronteiras rígidas,'!' e tomada como zero junto à 
parede, porem R ê nulo na linha de centro e-não na parede. Portan­
to, para R = 0, a integral e nula, de maneira a tornar a função de 
corrente no eixo de simetria igual à constante de integração. No 
contorno, ou seja, em R = 1
Este valor da função de corrente na linha de centro não 
so se aplica para a seção de entrada, como para todas as demais se­
ções, uma vez que na linha, de centro a função de corrente e uma 
constante e igual ã constante de integração. Para qualquer outro 
ponto fora da linha de centro na seção de entrada, a função de cor­
rente serã dada por: , '
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^ R
„ R(1~r 2) dR + .% .'F = ~  (R^ -'2r 2) + vu (17)
U ’ 0) 4 ò .




o = iX -.9U
az. . 3R
c) Para a seção de saída
0 mesmo critério utilizado para o posicionamento da S£ 
ção de entrada, foi segui'do também para a seção de saída. Assim, 
até números de Reynolds iguais'a 40, esta ultima foi fixada também 
a uma distância igual a 3Rq ; enquanto que para números de Reynolds 
maiores do que 40, este comprimento foi aumentado para 4Rq . Estes 
comprimentos foram baseados em experimentos computacionais realiza­
dos peloS' autores das referências consultadas, e também em compr^ 
mentos que resultassem em u m n ú m e r o  de nos que não resultasse num 
tempo de processamento muito longo. Além disso, nesta região, ao 
invés de simplesmente se impor um fluxo de perfil parabolico, utilj^ 
zaram-se as condições de Macagno e Hung |l|, que consistem numa ex­
pansão em série de Taylor até segunda ordem em torno de (1-2) para 
.1 , usando um incremento de (2H) , segundo Roache |3|. Este procedi­
mento resulta numa condição de contorno menos restritiva,a qual per 
mite absorver pequenas deformações do peçfil parabolico, caso o flu 
xo não tenha sido completamente restabelecido. Portanto, para a se 
ção de saída vale:
d) Para o eixo de simetria ;■
Devido à axissimetria da configuração do escoamento 
com relação ao eixo Z b a s t a  considerar apenas sua metade superior.
Como foi constatado, quando se discutiu a seção de.entra­
da, a função de corrente e constante em toda linha de centro. Por 
tanto = 0,25.
3 V  II -
No caso da vorticidade, = 0, tam.bém devido ã
O Z O R
simetria axial.
e) Para os pontos de quina
Para os pontos de quina côncavos, a vorticidade ê nu­
la, uma ves que e iZ são iguais a zero. 0 mesmo não se pode di
■ 9 R 3 Z
zer com respeito aos pontos de quina convexos.
Cheng et al |7 recomenda que a equação de contorno para 
os pontos de quina convexos, seja uma combinação dada pela adição 
das equações correspondentes ao contorno horizontal' e o contorno 
vertical que contém o ponto em analise. Roache |3| e Mills |9l , en 
tretanto, sugerem que os valores ao invés de serem contínuos como 
recomendado acima, sejam tomados descontinuamente. Assim, supõe-se 
existir dois valores para a função vorticidade, em cada no corres­
pondente ãs quinas; um valor correspondente a uma equação de contor 
no vertical e outra correspondente a contorno horizontal, dependen­
do de que região esteja sendo varrida pelo processo iterativo.
2.2. Critério de Convergência
Devido ã inexistência de um critério único como finaliza 
dor do processo iterativo, optou-se por aquele utilizado por Cheng 
et al |7| e Lee e Fung [sj, A razão de se escolher este em particu 
lar, fundamenta-se em sua característica menos restritiva, possibi­
litando a utilização de malhas razoavelmente finas, com tempos de 
processamentos não excessivamente longos. Assim, para a abordagem 
independente do tempo, os parâmetros de convergência a serem verifi 
cados são:
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"k+1 k ■ „c
Para a íiinçao de corrente: ' Ÿ - 'F | < 1 x 10 -
i , i j , i
(21)
k+1 k
Para a função vorticidade; | | < 5 x 10
3 ,í j , i
( 2 2 )
Similarmente a um procedimento adotado por Macagno e Hung 
l| com o intuito de se poupar tempo de computação, para a aproxima 
ção dependente do tempo, fez-se uso de um critério de convergência 
menos rígido do que aquele utilizado para se obter a solução esta­
cionaria acima. Portanto, o critério adotado para se interromper o 
processo iterativo na abordagem transitéria foi:
, k+1 k




Para a função vorticidade;
k+1 k 
3 ,í j , i
< 1 X 10 -3 (24)
Deve-se salientar, ainda, que os critérios seguidos por 
Cheng et al j7|e Mills l9l, apesar de diferirem na formulação, con­
cordam bastante bem em termos numéricos. Por outro lado, o crité­
rio adotado por Macagno e H u n g ■|1 |, embora semelhante ao adotado 
por Mills |9l em sua formulação, é muito mais restritivo.
2.3. Critérios de Estabilidade
Ao se resolver numericamente as equações diferenciais par 
ciais de Navier-Stokes, instabilidades ocorrerão, tanto devido a er 
ros de arredondamento de maquina, bem como por distúrbios transver 
sais em um problema bidimensional real. Para o caso das equações 
que incluem o termo de variação temporal, uma parte destas instabi­
lidades é dependente . do tempo e é denominada instabilidade dinâmi­
ca. Esta pode ser removida pela redução do incremento de tempo. 
Por outro lado, a outra parte que não é dependente do tempo, é fun­
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ção do tipo de equação utilizada, e d e .sua forma análoga,em diferen 
ças finitas. Assim, as equações contendo so sua parcela advectiva 
podem tornar-se estáveis ou instáveisdependendo da direção de
crescimento dos erros espaciais com relação à velocidade. Nestes ca 
sos não ocorre redução da instabilidade ao se diminuir o incremento 
de tempo, mas sim mudando-se o tipo da equação na forma de diferen­
ças finitas, como por exemplo, utilizando-se "diferenciação a mon­
tante" (Upstream differencing). Já as equações contendo somente os 
tèrmos de difusão, são normalmente estáveis, Agora, quando ambos 
os termos, advecção e difusão estão presentes, eles se interagem, e 
a partir daí alguns critérios de estabilidade se fazem necessários, 
para se evitar que ocorram instabilidades tanto estáticas como dinâ 
micos. Os critérios utilizados nas abordagens dependentes do tempo 
foram:
1 - Análise de estabilidade de Hirt [12
Estabilidade dinêmica: aT < H'
2a
(25)




2 - Para derivada a montante:("Upstream Differencing")
Estabilidade dinâmica: AT <
H' H H
(27)
3 - Análise de estabilidade de von Neumann |7 :
Estabilidade dinâmica: AT < H
( U| + V| - )  ^ ' . 'max"
(28)
onde a = — .
Re
2 8
Para a seleção do incremento de tempo a ser utilizado na 
solução da abordagem transiente, seguindo-se Roache |7 |, os tres 
critérios são aplicados a todos os pontos da malha, retendo-se o va 
lor do incremento teinporal para aquele último mais restritivo. Para 
as equações em sua forma estacionaria, seguiu-se um critério desen­
volvido por Thom e Apelt |13|, que se baseia na analise do efeito 
causado pela introdução de um pequeno distúrbio num campo de vortj^ 
cidade bidimensional. Este critério especifica que:
Rs^ < 20 (29)
onde Rs, o número de Reynolds da célula local, é definido por Rs =
üll, ondé u é a velocidade local. ,
2v
Para as equações na forma estacionaria unidimensionais, 
Roache |3| sugere Rc < 2, sendo Rc = ^...(30). Este mesm.o autor 
cita .Fromm |2 | recomendando para escoamentos bidimensionais Rc < 4
.. .(31), com Rc = ~— Y__lü  ^ onde se percebe , que este último éa
menos restritivo que o anterior. Ainda segundo Roache 3 , nenhum 
destes critérios ou analises são -realmente adequados para a computa 
ção pratica, e por isto sugere utilizar-se de uma fração, usualm.en- 
te 0,8, dos valores analíticos obtidos para a estabilidade dinâmi­
ca. No início, frações menores ainda, são recomendadas. Quanto aos 
critérios recomendados para as equações provenientes da formulação 
estacionaria, estes podem fornecer alguma indicação de instabilida 
de, em ãreas julgadas a priori, aparentemente instáveis.
2.4. Calculo da Pressão e da Taxa de Cisalhamento
Colocando-se as equações (3); (4a) e (4b) na forma:
. R e v H  * R e U «  = (Xy , lÍv ■
9R , 9R 3Z 3r 2 9R R , 9Z^
i>2 H- R e v M  R e U ^  = 1 (,32b)
9Z 9R 9Z gR'^  R 3 R 9Z^
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(33)
A partir da equação (32a) e (33), obtëm-se
0R 3R 3Z2 . 3R3Z 3Z
tein-se: .
Adicionando~se em ambos os membros daequacâo ReU3U , ob-
3R
3P Re 2y Re 2\j _ 3
3R 2 3R 2 3R 3Z
Í3V 3U' - ReU Í3V _ 3U'
3Z 3R 3 Z 3 R





M  + Re M 11




P + Re —  + Re ~ (34)
- -Tendo-se em conta que B = P + Re —  + Re —  , e a pressão
2 2
total dada pela soma de Bernoulli, obtém-se finalmente:
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a B 3 0. fi a Y -------  + R e ----
3R ■ 3Z R 3R
(35)
Procedendo-se analogamente corn a equação (32b) , obtëm-se
1 1
3Z 3R R R 3Z
(36)
Integrando-se a equação (35) ao longo de linhas perpendi­
culares ao eixo de simetria, e passando-se para a forma de diferen
eças finitas, com derivadas descendentes para o termo\L^
3 Z j >i + l
tendo-se em conta que fi. , . , = 2fi. . ' - fi. , . , e fi- , .
^ j-1,1+1 3.1 + 1 3+1,1 + 1 3-1.1 =
fij i ’ ohtem-se:
B
j.i+l " 4 '-^ j^ + l.i+l "'"^^j.i+l ^^3+1.i “
H Re
^ 1 + 1 ” +2Rj 1 > 1 1 3.1 4R
fi
j , i+1 *^^ 3, i-; 3 .1 j.i+l-
+ fi. . (f. - T . . t )
3,1 3 .1 + 1 3.1-1
(37)
Na linha de centro, a vorticidade e o raio são nulos. Se 







Ü. . , . f'F . . , “ 4y . . + 3H' . . ) + j , 1-1-1 ■] , 1-1 j ,1 3 ,
= 0
Logo: B . . = B. . ^ 1,1+1 3 -, 1 4 - ^  3-a , 1-1-1 3+ 1.1,1' (38)
Integrando-se a equação (36) ao longo de linhas paralelas 
ao eixo de simetria, e passando-se para a forma de diferenças fini­




®3+l,i ®j,i " 4 *^^3+1,i+1 " ^3 + 1,i-l '*' ^j,i + l " ^3;,i-l^
Re 3 + 1,1
Ri  + 1 R1
( V i . i
(39)
Para os contornos verticais da seção de entrada e da face 
esquerda do obstáculo, bem comó junto ã face direita deste último e 
na seção de saída, a equação (39) devera ser modificada para:
^ + l,i/ ®j,i " 7/"j + l,i + 2 - 4^j + l,i.l ^ 3^j+l,i ^ >j,i + 2
Re ^j+l,i
Rj+1'
f i .  .
+ —Ijlíl r ¥ - 'F
Rj  ^ j + l,i 3-1,
(40)
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Quando se toma derivada ascendente para a parcela 9Q . 
az ’
B . , ■ . = B.  . + -  ( n . . 
J-'-l,i J , 1  4 .3 + 1 ,1 -
T ,  . -, + . + ü . . „2 3 + 1 ,1-1 3+1,1 3 >.k-2.
Re Q . . ('F.  ^ . - 4'i'. . + .) +
Rj+l .1-1,1 J ,1 ■ J+l.i-'
ü . .
+ 3,1 (41)




= 4 ('F . ., . - f . . J 3 -1 ,1 3 ,1-' (42)
Com as equações (33), (40), (41) e (42) o procedimento pa 
ra o calculo da distribuição de pressões ë o seguinte: com o campo 
de pressão nulo tomado ã esquerda da seção de entrada (1 = 1) , a va­
riação em B ao longo do eixo do duto ë determinada a partir da equa 
ção (39) , enquanto que as variações transversais nas outras seções 
são obtidas a partir das equações (40), (41) e (42).
Para o caso bidimensional, a tensão de cizalhamento ë de­
finida como:
3V  ^ 3u 








.311 3V... í?)ll .1
3 R 3Z .













n  ^ . 1





Para o escoamento plenamente d e s e n v o l v i d o n a  seção de en
3Z - 0 , e para os contornos horizontais, résulta
X - -
Re






Passando-se a equação (44) para a forma anãloga em dife­
renças finitas, utilizando-se antes o conceito de função de corren­
te de .Stokes, obtém-se







1 _. i b i  
. . Ri r 2 j , i
3 . 1
Donde
Re “ r  ^ ^  + 1 j " ^ - 1  “ “^ 7  ^^• + l i R j^H 3 J I , J -  n pj2 3 -L.3-
- 2'i'1. + • 
j,i J-1,1' J,i (46)
Ao longo do eixò do duto, a tensão de'cizalhamento ê nu­
la, devido ã simetria.
2.5. Procedimento Iterativos
2.5.1. Método I - Abordagem estacionaria
A rotina utilizada para resolver o,sistema de equações 
(10a) ou (11a) e as respectivas condições de contorno, foi baseada 
na técnica utilizada por Mills 9 , e que se resume no seguinte:
a) Zeragem de todo o campo de função de corrente e funçao 
vorticidade.
b) Imposição das condições de contorno permanentes para 
os respectivos parâmetros.
c) Para as malhas mais finas e números de Reynolds mais e 
levados, leitura em fita dos valores associados a es­
tas variáveis, correspondentes ao último número de 
Reynolds em que tenha ocorrido convergência.
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. d) Iteraçao dos valores da funçao de corrente para o:cam­
po interno.
e) ■ Extrapolação das condições de saída para a função de
corrente,' utilizando-se a equação (19).
f) Fixação das condições de contorno rígido para,a função 
vorticidade, em função dos valores da função de corren 
te para o campo interno.
g) Extrapolação das condições de saída para a função vor­
ticidade, utilizando-se a equação (20).
h) Dterminação da maior diferença absoluta entre os valo 
res de uma iteração presente e uma iteração anterior, 
a cada 20 iterações consecutivas.
i) Verificação desta diferença quanto ao critério de con­
vergência adotado.
j) Uma vez satisfeito o parâmetro de convergência, deter­
minação dos diversos parâmetros, tais como distribui-' 
ção do campo de velocidades, pressão e tensão de ciza 
lhamento.
Ic) Gravação em fita dos valores da função de corrente e 
função vorticidade, para t o d o o  campo.
2.5.2. Metodo II - Abordagem transitória
2.5.2.a. Método explícito para a função de corrente
Neste caso, os pares de equações (8a) e (9aJ, mais a con­
dição de contorno, são resolvidas explicitando-se no tempo a função 
vorticidade e iterando-se a função de corrente. Sucintamente, o 
procedimento é o seguinte;
a) Zeragem de todo o campo de função de corrente e função 
vorticidade.
b) Imposição das condições de contorno permanentes- para 
os respectivos parâmetros.
c) Para malhas mais refinadas e números de Reynolds mais 
elevados, leitura em fita dos valores associados a es­
tas variãveis, correspondentes ao último número de
. Reynolds para o qual tenha ocorrido convergência.
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d) Aplicação dos critérios de estabilidade para seleção 
do intervalo de tempo.
e) Explicitação da função vorticidade para um tempo futu­
ro, correspondente ao intervalo selecionado, e extrapo 
lação dos valores para a seção de sáída com o auxílio 
da equação (20).. i
. f) Iteração dos valores da função de corrente para o cam­
po interno até que a convergência seja obtida.
g) Extrapolação dos valores deste último parâmetro para a 
seção de saída, por meio da equação (19).
h) Fixação das condições de contorno rígido para a função 
vorticidade, em função dos valores da função de corren 
te para o campo interno.
i) Determinação da maior diferença absoluta entre os valo 
res da função vorticidade correspondentes a um tempo ' 
futuro e' a um tempo presente, a cada três intervalos 
de tempo consecutivos.
j) Verificação desta diferença quanto ao critério de con­
vergência adotado.
k) Uma vez satisfeito o critério de convergência, determi^ 
nação da distribuição do campo de velocidades, pressão 
e tensão de cizalhamento.
1) Gravação em fita dos valores para todo o campo, da fun 
ção de corrente e da função vorticidade.
2.5.2.b. Método implícito para a função de corrente
Com alternativa para o método II, utílizou-se com o propo 
sito de comparação de resultados, a obtenção dos valores da função 
de corrente pelo método implícito, ao invés de se utilizar o proce­
dimento iterativo anteriormente descrito, Para tanto, resolveu-se 





Devido ao numero e.xcessivamènte grande de equações envol- 
idas, mesmo utilizando-se da malha mais grosseira selecionada (H = 
), o processo de solução implica na resolução da matriz pentadiago
lU . . "
nal (5S5 x 555), com banda de 7-3 elementos, utilizando-se as subro­
tinas especialmente desenvolvidas por Wronscki (19) . 0 procedimen­
to a ser seguido, para este método alternativo é- idêntico ao ante 
riormente proposto, até o item "e” . Dando sequência,, tem-se
£) Montagem das submatrlzes resultantes do sistema de e- 
quações em uma matriz banda assimétrica de coeficien­
tes. _
g) Montagem dos vetores dos termos independentes do refe­
rido sistema de equações, em um vetor unico,. formando 
o sistema de.matriz banda assimétrica a ser resolvido.
h) Obtenção dos valores da função de corrente pela resolu 
ção desse sistema de equações,
A partir deste ponto, o procedimento volta a ser idêntico 
ao anteriormente sugerido, retomando-se a partir do Item "h" do mé­
todo explícito.
2.6.. ' Textura da Malha Utilizada
0 campo computacional, seguindo-se Macagno e Hung |l| ; 
Fromm |2 |; Liou jój; C|eng et a l .|7|; Lee e Fung Isl; Mills |9| é 
dividido em células quadradas, utilizando-se três tamanhos diferenr 
tes a saber: H = H = ^  e H = Segundo Mills |9| , uma
malha com H/16, é suficientemente fina para resolver os detalhes do 
fluxo nas quinas da obstrução. Considerando ainda que em sua anal^ 
se, a relação entre o menor comprimento característico (espessura 
do obstáculo) e a largura da célula é igual a 1, e no presente estu 
do esta relação é 10 vezes maior, é viável supor-se que uma condi­
ção de suficiência de resolução de malha possa estar garantida para 
as malhas com ^  ® ^  Atentando para o fato de que nos
estudos dos autores cima c.itados |l|, |2|, |6|, |7|, |8| e |9j, a 
malha mais fina utilizada tem por dimensão H = 1/32, resulta que 
o uso de um reticulado com-H = 1/.40 so se justifica na medida em 
que se propõe obter números de Reynolds mais elevados.- Com relação 
a exatidão dos resultados, Cheng ll4| propõe que a utilização de ma 
lhas com 8-10 pontos.dentro do comprimento característico do proble 
ma é suficiente, quando o parâmetro Re.H < 2 e utilizando-se esque
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mas de diferenças conservativàs, com erros de truncamento da ordem 
de , para um erro limite de 0,03 ReH^. Assim sendo, a textura 
H = 1/20 ê suficiente quanto ã precisão dos resultados.
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CAPÍTULO I I I
ISE E VALIDAÇÃO DOS RESULTADOS
3.1. Seções de arialase e posições de ref e rêiicia no interior d o 
conduto
Para a localização das diversas seções nas figuras onde 
são plotados os resultados, a seção de entrada, ou seja, a seção 
correspondente a I = 1, na figura 1, foi tomada como- seção de re­
ferência. Assim, todas as demais sèções serão referenciadas com 
relação a esta última era função do número de vezes o raio do condu­
tor Rg. Desta forma tem-se;
Seção 1: 1,8 R q Seção 7 : 4,1 Ro
Seção 2: 2,4 Ro Seção 8; 4,8 ■ Ro
Seção 3; 2,8 Ro ■Seção 9: 5,5 Ro
Seção 4: 3,0 Ro Seção 10 : 6,2 Ro
Seção 5: 3,5 Ro Seção 11 ; 6,5 Ro
Seção 6: 3,7 R q .





Figura 01-a - Seçoes de analise dos resultados.
As seções 4 e 5 sao as seções de entrada e saída do obstã 
culo, respectivamente.
As posições para identificação das velocidades radiais' 
dentro do conduto serão rel.ativas ao raio R o , onde Ro=Ro /2.
Posição 1 0 ,234 Ro
Posição 2 0,370 Ro








Figura 01-b - Posiçoes para identificação das velocidades 
dentro do conduto.
Estes valores foram selecionados para referenciar pontos 
no interior da m.alha, em posições relativas equivalentes ãs utiliza 
das por Linsingen 21
3.2. Analise dos resultados •
3,2.1, Funçao de corrente, funçao vorticidade e tempos de proce^ 
samento.
Utilizando-se.o método da vorticidade e função de corren­
te em sua forma conservativa ,■ com abo.rdagem estacionaria, condições 
de contorno rígido para a vorticidade dada pelas equações correspon 
dentes ãs de Cheng et al lisl, em coordenadas cilíndricas, e além 
disso, partindo-se com os valores de campo nulo para um numero de 
Reynolds inicial de 0,1 e em seguida fazendo-se uso desta íáltima so 
lução para se atingir um numero de Reynolds mais elevado, foi possí 
vel obter-se convergência para os seguintes valores do numero de 
Reynolds; 0,1; 1; 5; 8; 10;' 13; 15; 18; 20; 23; 25’; 28; 30; 33; 35; 
38; 40; 43; 45; 48 e 50, 0 procedimento numérico deixou de conver­
gir para Re > 5 0 ,  Uma vez que as condições de: contorno utilizadas 
na obtenção destes resultados foram as equações que permitiram atin 
gir-se valores de Reynolds relativamente altos, tanto para soluções 
estacionarias, como para fluxos pulsáveis obtidos por Cheng ' et al 
15|, e as equações em sua forma conservativa serem recomendadas
f)or From.m |2| em- detrimento aquelas na forma não conservativa, es­
tas soluções obtidas’foram designadas como sendo as de referência. 
As curvas de valores constantes para a função de corrente e a fun­
ção vorticidade estão traçadas nas figuras 2 a 9, para números de
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Reynolds iguais a 0 , l ; 5 ; 1 0 ; 2 0 ; 3 0 ; 4 0 e 5 0 .
A figura 2 permite observar que, mesmo para Reynolds bas­
tante baixo, como Re --0,1, existe-duas regiões dc recirculação nos 
cantos a montante e ã jusante do obstáculo. A mesma figura ressal­
ta, também, a simetria apresentada pelas equações de transporte de 
vorticidade em torno do plano diametral médio do obstáculo, ã medi^ 
da que o número de Reynolds tende para zero. Além disso, a região 
de recirculação ã jusante do obstáculo cresce em-direção ã extremi­
dade superior do obstáculo, ao mesmio tempo era qué se alonga no sen­
tido do fluxo, evidenciando o deslocamento do ponto de reencontro . 
das linhas de corrente junto ã parede, ã medida que o número de Rey 
nolds cresce. Por outro lado, a região de recirculação ã montante 
apresenta um com.portamento completamente oposto. Percebe-se também 
o alongamento característico das linhas de igual vorticidade na di­
reção do escoamento , ã medida que o número de.Reynolds é incremen­
tado. Deve-se salientar que o comportamento apresentado pela solu- ( 
ção obtida concorda com as observações feitas por Mills |9|.
Com o intuito de se sentir o comportamento! da soluç.ão 
quando se utilizam as equações governantes em sua forma' não cons’er- 
vativa, obtiveram-se valores para Re = 5 e 30. ,A TAbela I contém 
os erros relativos percentuais entre esta solução e a solução de re 
ferência para a função de corrente e a vorticidade, para o campo 
computacional do escoamento, nos pontos correspondentes a malha de 
dimensão H = 1/10. Pela tabela, nota-se que os maiores erros ocor­
rem dentro da região de recirculação onde, devido aos valores extr£ 
mamente pequenos que os parâmetros aí assumem, tornam-se bastante 
sensíveis tanto aos erros de arredondamento, como ãs oscilações es­
paciais descritas por Roache |3|. A concentração de erros mais sen 
síveis na região .de recirculação, proximo ao ponto de reencontro - 
das linhas de corrente, concorda com a observação feita por Hung e 
Macagno [ 1 | , quando caracterizam esta vizinhança como computacional^ 
mente crítica. Nas posições indicadas poj *** ^ os erros resultaram 
exageradamente elevados, sem significado na análise dos desvios a- 
presentados pelo campo no seu todo. Tais desvios são consequência 
do efeito’ agravante que o reduzido tamanho de malha exerce.sobre as 
oscilações espaciais, nas proximidades da região onde ocorre inver­
são do sinal da função de corrente e vorticidade. No problema estu 
dado, não há diferença significativa quando se utiliz'am equações na . 
forma conservativa e não conservativa, para os escoamentos analisa­
dos, uma vez que, para todos os pontos fora da região de recircula
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Re= a i
Fig 03 = CONTORNOS DAS LINHAS DE CORRENTE E VQRTlClDADE 
Re =5.0 ______
Fig 05 = CONTORNOS DAS* LINHAS DE CORRENTE E VORTICIDADE 
Fe ' 15.0 . • . ;..... ...
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Fiq,04 = CONTORNOS DAS UNHAS DE CORRENTE E VORTICIDADE
I
Re= IQO
Fig Õ6 = CONTORNOS DAS LINHAS DE CORRENTE E VORTICIDADE 
Re - 2Q0
Fig 07 • CONTORNOS DAS LINHAS DE CORRENTE E VORTICIDADE
' Rc* 30 - ----- ■ -------  -----
, V-', . ■ S ■................................
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F ig 08 = CONTORNOS DAS LINHAS DE CORRENTE E VORTICIDADE 
Re=40




Erro relativo percentual dos valores da função de e corrente e vor 
ticidade, utilizando-se equações governantes na forma conservativa 
e não conservativa, para a solução estacionária.
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0 . 00 
0 . 00 
0. 00 
0 . co 
0 . co
0 .0 0 .0 0 .0 0 .0 0 . 0 0.0 0 .0 0 . 0
0 .00 0 .00 0 .00 O.CO 0.0 0 0. 00 0 .00 0 .0
0.00 0. 00 0 .00 0 . 00 U.OO 0. 00 0.00 0 .0
Û.ÜO o . c o 0 .00 0 .00 0 . 00 0. 00 0.0 0 0 .0
0.00 0 . co 0 .00 0 .0 0 0.00 0. 00 0.00 0.  0
0 .00 0. 00 0 .00 0 . 0 0 u . Ou 0 .00 0.00 0 .0
0.00 0.  00 0 .00 0.0 0 0.00 0. Oü 0.0  0 J • ó
Ü.OO o . c o 0 .00 0 .0 0 0.00 0. 00 0.00 o . u
0 .00 0 . co 0 .00 0 .0 0 0.00 0. Oo 0 .0  0 ' ü • ü
0.00 0.  00 0.00 0 .00 0 . 00 0. 00 o .o o
0.0 0 0. 00 0 .00 0 .0 0 0 .00 0. Oü 0.00 0 . 0
0 .0 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .00 u .00 0 . Oo 0 .0 0 ü • Ü
0.00 0. 00 0.00 0 .0 0 0 .00 0. 00 0 »0 ü J • u
O.oo 0 . co 0 .00 0 .0 0 0 . 00 0. Oü O.üO ü • ü
0.00 0.  00 0.00 0 .0 0 0 . co 0. Oü 0.00 o « U
0.00 0 .  00 0 .00 0 .0 0 0 .00 0. 0'ü 0 .O ü 0*0
0.00 0 . co 0.0 0 0 .00 0 .0 0 0. 00 0 . ü 0 Ü • ü
0 .00 0 . co 0 .0 0 O.Cl 0.01 0.01 0.01 0 • 0
0.00 0. Co 0.01 0.0 1 u . 01 0. 01 u .Oi u
0.00 0.  01 0.01 0.0 1 0.01 0. 01 0 .ü 1 u.u
0.00 0.  01 0.01 O.Cl j. Cl 0. 01 0.01 0 • 0
0.01 0.0 1 0.0 1 0 .0 1 u . 01 . ü . ü 1 o .0 1 J  .ü
0.01 0. Cl O.ÛI 0.0 1 ü . 01 0. 0 i Ü.Ol 0 • ü
0.01 0. Cl 0.01 0 .0 1 0.01 0. 01 0.01 0 . 0
0.01 0. Cl 0.01 0.01 O.Ol 0. Oi 0 .üü J. 0
0.0 0 0. 01 0.01 •0.01 J  . 0*. 0. Oü 0 . Jü 0 .-o
0.00 0,  01 0.01 0.01 0 .  «> o ^ 0. Oü 0 .ü 1 0.0
0.00 0.  00 0 .00 0 .00 U . 0 J ’ 0. 0 . üO Ü • .J
0.00 0 . co 0.02 0 . o<d ü.Ol 0. 0 J 0,05 ü , w
0.00 0. 01 0.12 O.Ojí 0 . Oo 0. lü 0 . 9ü ü . ü
0.00 0. Cl 0.0 0 . 0 Ü.O 0 .0 0 .0 Ü.O'
0 .0 0 0. Cl 0.0
0.00 0.00 0 .0
0.00 0.  00 0 .0
0.00 0. 00 0.0
0.00 0. 00 0 .0 0 . 0 0 .0 0. 0 Q.ü ü • ü
0.00 0. 01 0.16 -0.17 -0.1a -0. 31 - c .  j o 0.0
0.01 0. 00 0.04 0.25 -0 . 3o -0. 40 -0.h4 U. 0
0.02 0. 04 0.04 0.01 -0. 57 -0.55 Ü.O
0.04 0. 07 0.11 0. 15 0. 11 # -O.o2 . 0- 0
0.06 0.11 0.1b 0.25 0.32 0. 27 « 0.0
0.09 0. 16 0.24 0 . 34 0.44 0. 4o 0.35 ü. 0
O.ll ■ 0. 20 c . 30 0.42 0 . 53 0. 5y 0.34 0. 0
0,13 0. 23 0.35 0.4d 0 . 60 ’ 0 . óo 0 .ó5 0.0
0.15 0. 26 0.39 0.52 0 . 04 0. r i 0.71 Ü'. o
0.1o 0. 27 0.41 0. 54 0.66 0. 73 0.74 0,0
0.16 0.26 0.41 0 . 54 0. 6o 0. 73 ■ 0.75 0.0
0.16 0.27 0.40 0 . 53 0 . ó4 0. 71 0.73 0.0
0.15 0. 26 0.38 0.50 0 , 60 0. 67 0.69 0.0
0.14 0. 24 0.35 0.4o 0 . 55 0. ôl 0.64 0 . 0
0.13 0. 22 0.31 0^41 0.49 0. 55 0.57 0.0
c . 11 0. 19 0.27 0.36 0. 43 0.4 d 0.51 0.0
0.10 0. 16 . 0.23 0.30 0.37 0.41 0.44 0.0
C.Otí 0. 13 0.19 0.25 0.31 0.35 0-37 0.0
0.0 7 0. 11 0.16 0.21 0.25 0.29 0.30 0.0
0.05 0. ov 0.13 0.17 0.20 0. 23 0.25 0.0
0.04 0. 07 0.10 0. 13 0. lo 0. la 0.20 0.0
0.03 0. 05 0.03 0. 10 0. 12 0. 14 . 0.16 0.0
0.02 0. C4 0,. 06 O.Oò 0 . 10 0. 11 0.12 0.0
0.02 0. 03 0.04 0 . 06 0.07 0. Oá 0.09 0.0
0.01 0. C2 0.0 3 0.04 0 . 05 0 • Oü 0.07 o.p
0.01 Ü. 02 0.02 0.03 0.04 0.05 0.05 0.0
0.01 0. 01 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.0
0.00 0.01 0.01 0.02 0.02 0, 03 0-03 0.0
0.00 0, 01 0.01 0.01 0.02 0. 02 0.02 0. 0
0.00 0. Cl 0.01 0.01 0 .02 0. 02 0.02 0.0
Continuação da Tabela I
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0.0 0.06 0. Cl 0.00 0. CO 0.00
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0.0 0.06 0. 06 0.10 0. 17 0.23 0.2J u . ^ 7 0. 37 0 . 3u -0.53
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0.0 1.08 0. S7 0.78 0. 53 0.23 0.09 0.33 0. 59 0 .6 7 0.o2
0.0 1.20 1. 07 0.37 0. 60 0.30 0.02 0 . 3ü 0. 50 0.59 0 . ’36
0.0 1.24 1. 11 0.90 0. 63 0.33 0.03 0 .23 0. 42 0.51 0 . 50
0.0 1.21 1. 03 0.38 0. 63 0.34 O.Oó 0. 13 0. 35 ■0.43 0. 43
0.0 1.13 1.01 0.32 0. 59 C.33 0.09 0.X3 0. 2a 0.36 0.37
0.0 1.02 0. 91 0. 74 0. 54 0.31 0.10 0.09 0.22 0.29 0.31
0.0 0.39 0. 60 0.65 ' 0.47 0.28 0. 10 0.06 0. 17 0.23 0.25
0.0 0.76 0. 63 0.55 0.40 0.25 0. 10 0 . 03 0. 13 0.13 0.20
0.0 0.63 0. 5ò 0.46 0.34 0.21 0.09 0.02 0. 09 0.14 0. 16
0.0 0.51 0.46 C.38 0.28 C.18 0 .06 0.01 0.07 0.11 0. 13
0. 0 0,41 0. 3 7 0,30 0. 23 0.15 0.07 0.00 0.05 0.03 0. 10
0.0 ■ 0.32 •0.29 0.24 0. 18 0.12 0. 0t> 0.01 0. 03 0.06 0.07
0. c 0.25 0 . 22 0.19 0. 14 0.09 0.05 0.01 0. 02 0.04 O.Oó
0. 0 0.19 0. 17 0.14 0. 11 0.07 0.04 0.01 0. 01 0.03 0.04
0.0 0. 14 0. 13 0.11 0. 09 0.06 0 .03 0.01 O.Oi ■0.02 Ü.03
0.0 0.11 0. 10 0.09 0. 07 0..05 0.03 0.01 0. 01 0.02 0.03
0.0 O.OÇ 0. Cd 0.07 0. 05 0.04 0.C2 0. 01 0. Oi 0.02 0. 02
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Continuação da Tabela I
FUNÇÃO DE CORRENTE - RN = 30
O.C 0.0 C.O 0.0 C.O
O.C O.CO C.00 O.CC C.00
0.0 O.CO 0.00 O.CC c . 00
O.C o . co  c . 00 O.OC C.Ol
o . c  O.CO c . 00 O.CC C.Ol
0.0 o . co  0.00 O.OC C.Ol
o . c  o . co  0 . 0 0 0.01 C.Ol
O.C O.CO c . 00 0.01 C.Ol
O.c o . co  c . 00 O.Cl C.Ol
O.C O.CO C.00 0.01 C.Ol
O.c o . c o  c . 00 0.01 C.Ol
‘O.C O.CO C.00 0.01 C.Ol
o . c  o . co  c . 00 O.Cl C.Ol
o . c  O.CO c . 00 0.01 C.Ol
O.c O.CO C.00 0.0.1 C.Ol
O.C O.CO 0.00 0.01 C.Ol
o . c  O.CO c . 00 O.OI C.Ol
O.C O.CO 0.00 O.CC C.Ol
o . c  O.CO C.00 O.CC C.Ol
O.c O.CO 0.00 O.CC C.Ol
o . c  O.CO c . 00 O.OC C.Ol
O.c o . co  0.00 O.CC C.Ol
O.c  O.CO C.00 O.CC C.Ol
O.c O.CO c . 00 O.CC C.Ol
O.c  o . c o  c . 00 O.CC C.Ol
O.c o . co  0.00 O.CC C.O l
O.C O.CO c . 00 O.CC c . 00
o.c o.co C..00 O.CC c.02
•o.c o.co C.Ol O.OC c.04
o . c  o . c o  O.OI 0.02 c . 05
O.c . C.Ol c . 03 0.08 0.31
o.c c . Cl C.O-i 0.16 c . 56 0.0
o . c  O.Cl 0.05 0-17 C.40 0.0
o . c  C .O l  c . 05 0.16 0.2? C.O
o . c  0.01 c . 05 0.13 c . 23 C.O
0 .0 0 .0 C.O O.C C.O O.C
0.00 0.01 C .O l O .C l C .O l 0 .0
0.01 0.01 C .O l O.C 2 c . 02 0 .0
0.01 0.01 0 .02 0.C2 C . 02 0 .0
0 .01 0.02 C . 02 0 .C2 c . 03 o . c
0 .01 0.02 0 .02 0.C3 C . 03 0 ,0
C .O l 0 .02 C . 02 O.C 3 C . 03 0 -C
0.02 0.02 0 .0  3 0 .C3 C-03 O.C
0.02 0 .02 C . 03 0-C3 C . 03 0 .0
0 .02 0 .02 0 .03 0 -C3 C . 03 0 .0
0.02 0.02' C . 03 0.C3 C . 03 O.C
0.02 0.02 C . 03 0 .C3 C . 03 0 . 0
0.02 0.02 C . 03 0.C3 C . 03 0 .0
0 .02 0.02 0 .03 0 .C3 C . 03 o . c
0 .02 0 .02 0 .03 0.C3 C . 03 0 .0
0 .02 0-02 C . 03 0.C3 C .03 o . c
0 .02 0 .02 0.03 0 .C3 C . 02 0 -c
0 .01 0 . 0 ? C-02 0.C3 C . 02 0 -0
0.01 0.02 0-02 0.C3 C . 02 0 -c
0-01 0.02 C-02 0.C3 C . 02 0-C
0.01 0.0 2 C . 02 0 .C3 C . 03 0 -0
0.01 0.0 2 C-02 0 .03 C . 03 o . c
0-01 0.02 C . 02 0.C3 C -03 0 -c
C .O l 0 .02 C . 02 0.C3 C . 03 0 .0
0.01 0.02 C . 02 0 . C 3 C . 03 o . c
0 .01 0 . 0  1 C.O 1 0.C2 C . 02 0 . c
0.01 0.02 C . 02 0.C2 C .O l 0 -c
0 .05 0.0 0 C. IC O . c ; C . 07 0 -c
0 .1 8 0.28 C . 26 0 .2C C . l ^ 0-C
0.73 0-73 C . <47 0.2 5 C.O^ 0 -C
0.0 0-0 C.O O.C C-0 0-C
O.C O.C l c . 05 0.12 C . 22 0.0 0-0 C.O O.C C.O .0.0
0 . 0 O .C l c . 05 0.12. C . 29 3.29' - 0 . 8 ? -0 .79 -0 - It - C . 77 0 .0
o . c 0.01 c . 05 0.13 C . 32 2.27 - 0 .5 3 -C. 67 -o-fc<; - C . 69 0 -C
o.c- C.O l c . 05 0.13 C . 32 1-75 -0 .33 - C . 54 -0 .ÉC - C . 63 O.C
o . c C.Ol c . 05 0.13 C . 31 1-38 -0.18 - C . 42 -0 -5C - C . 55 0 .0
o . c 0.01 c . 05 0.1 3 C. 30 1.11 -0.04 -0.31 - 0 .4  1 - C . 46 O.C
o . c O.Cl c . 05 0.  12 0.28 0-91 -0.09 -0 .23 -0-33 - C . 39 O.C
o . c O.Cl c . 05 0.12 0-26 0.75 -0.21 -0.16 - 0 .2 7 -C-33 O.C
0 . 0 0.01 0.05 0.12 0.25 0.62 -0-34 -0.13 -0-25 - C . 30 O.C
o . c O.OI 0 .05 0.11 0-23 0.51 -0 .5 0 - C . 13 -0 .25 -C-30 O.C
0 .0 O .C l C . 05 O . l l C-21 0.42 -0.79 -C. 18 -0 .  3C -C -34 O.C
0 . 0 O.C l 0 .05 O . l i 0 .20 0-34 -3 .83 - C . 28 -0 . 39 - C . 42 o . c
0 .0 0.01 C . 05 0.11 C . 19 0-29 0.4 2 - C . 46 -0 .53 - C . 55 0 .0
o . c 0.01 0.05 O . l l 0. 18 0.24 0.01 -C-77 -0 .7 3 - C . 73 O.C
0 . 0 O.OI 0 .05 0.11 C. 17 0.21 0 .09 -1 .34 - l . C C -C-95 0 .0
o . c 0.01 0.05 0.11 0. 17 Ò-19 0 .12 - 2 .7 5 -1 .36 -1 .2 3 o . c
0 . 0 0.01 C . 05 0.11 C. 17 0.18 0.11 -1 .89 -1 .58 0 . 0
o . c O.Cl 0 .05 0.11 C. 17 0.18 0.08 5.07 - 2 . 1 3 -2-03 0 .0
0 . 0 O.OI 0 .06 0.12 C. 18 0.1 9 0-03 2.13 -4 .42 -2-63 0 .0
0 . 0 0.02 0.06 0.1 2 0. 19 0-20 0 .02 1.25 -3 .5 3 0 . 0
o . c 0.02 C . 06 0.1 3 0.20 0.23 0.09 0 .78 -5 .1 2 0 .0
0 .0 C.C2 0.07 O . I A 0.21 0.25 0 .15 0 .4 6 4 .8 9 0 ,0
0 . 0 0.02 0.07 0 .1 5 0.23 0 .29 0-22 0 .2 2 2.^2 0 .0
o . c C . 02 0.07 0.1 6 0.25 0.32 0 .30 C . 03 1 .37 X*« 0 .0
o . c c . 02 0.08 0.17 C . 27 0.36 0-37 C. 14 0 .76 4.52 o . c
0 . 0 0.02 0.08 0.18 0.29 0.40 0.44 0-29 0 .34 2.46 0 .0
0 .0 0.C2 0.09 0.19 0.31 0.43 0-50 0 .A2 0 .C4 1.43 0 .0
o . c 0.02 C . 09 0.2C 0.33 0.46 0-56 0 .52 0.19 C . 81 0 ,0
o . c 0.02 C . 09 -0.2C 0.34 0.49- 0^60 C. 6 0 0.36 0.4 1 0 . 0
õ . ó C . 02 0.09 0 .2 0 Q.35 0.50 0.63 0 .6 6 0 .4g C . 13 0 . 0
0 .0 0.02 0.09 0.2 0 0.35 0.51 0 .6 5 C . 70 0 .5 7 C . 07 o . c
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Continuação da Tabela I
FUNÇÃO VORTICIDADE - RN = 30
0.0 O.C C.O 0.0
O.C O.CO 0.00 O.OC
O.C O.CO 0.00 O.CC
O.C o . c o  0.00 O.CC
O.c  O.CO C.00 O.CC
o . c  o . c o  0.00 O.CC
O.c O.CO c . 00 O.OC
O.c o . c o  c . 00 O.CC
0.0 C.Ol C.00 O.CC
o . c  C.Ol 0.01 O.CC
o . c  0.01 C.Ol 0.01
o . c  0.02 C.02 0.01
0.0 C.C2 0.02 0.01
o . c  0.03 0 . 0 2 0.02
o . c  0.C3 c . 02 0.02
o . c  C.C3 c . 03 0.02
O.C C.C3 C.03 0.02
O.C 0.C3 C.03 0.02
O.C C.03 C.03 0.02
O.C 0.C3 C.03 0.02
0.0 0.C4 0.03 0.02
O.C . C.CA O.OA 0.C3
O.C 0.05 C.OA 0.03
O.C C.C5 O.Oi O.OA
O.C 0.C6 0.06 0.C5
O.C C.07 C.07 0.C6
O.C 0.C8 C.07 0.06
O.C 0.C9 C.08 0.C6
O.C 0.10 C.09 0.09
O.C 0.12 0.23 0.72
O.C 0.19 C.38 0.33
O.C C.C8 0.01 1.C3
O.C 0.19 0.35 1.25
O.C 0.18 0.71 0.92
O.C 0.03 C.81 0.6A
O.C 0.2A 0.78 0.A7
O.C 0.38 C.71 0.37
O.C 0.A5 C.6A 0.33
O.C C.A8 0.57 0.32
O.C 0.A8 0.52 0.33
O.C 0.A6 0.A7 0.3A
O.C 0.A3 C.AA 0.35
O.C O.Al 0.A2 0.36
O.C 0.39 O.Al 0.36
O.C 0.38 C.39 0.36 0.31 0.20 0.02 C.IA 0.25 -C.30 -0.3C
O.C 0.37 C-38 0.35 0.30 0.19 0.03 C.12 0.21 -C.A2 -0.33
O.C 0. 37 0.37 0.35 0.29 0.18 0.02 0.13 0 .21 -C.60 -O.Al
O.C 0.37 .0.36 0.33 0.27 0. 15 O.Ol C. 18 0.25 -C.07 -0.52
O.C 0.37 C‘.35- 0.32 0.25 0. 11 0.07 C.25 0 .32 - 1.27 -0.68
O.C 0.37 0.3A 0.3C 0.21 0.06 O.IA C.3A 0.A3 -1.97 -0.89
O.C 0.36 0.33 0.27 0.17 0.01 0.23 0.A5 0-55 -3.71 -1.15
O.C 0.35 0.31 0.2A 0. 11 0.03 0.33 C.50 0.69 ***> -1.A5
C.O 0.0 0.0 C.O O.C C.O 0.0
0.00 0.00 0.00 C.00 O.CC C-OI O.Cl
c . 00 0.00 0.00 C.Ol O.Cl C.02 0.C2
c . 00 0.00 0.01 C.Ol 0.C2 C.02 0.C2
c . 00 0.00 0.01 0.02 0 .C? C.03 0.03
c.  00 0.01 0.01 C.02 0.C3 C.03 0 .C3
c . 00 0.01 0.02 0.03 0.C3 C .03 0 .C3
c . 00 0.01 0.02 C.03 0 .C3 C .0 3 0.03
c . 00 0.01 0.02 0.03 0.C3 C.03 0 .C3
c . 00 0.01 0.02 C.03 O.CA C.03 0.03
c . 00 0.01 0.02 0.03 O.CA C.OA 0 .€ 3
0.00 0.01 0 .02 C.03 O.CA C .OA 0.C3
c . 00 0.01 0 .02 C.03 O.CA C.OA 0 .03
C.Ol 0.01 0.02 C.OA O.CA C.OA 0.C2
c. 00 0.01 0.03 C.OA O.CA C.OA 0.C2
c . 00 0.01 0 .03 C.OA 0.C5 C .OA 0 .02
c . 00 0.01 0.03 O.OA 0.C5 C.OA 0 .02
c . 00 0.02 0.03 C.OA 0 .C5 C.OA 0.C2
■c.00 0.01 0.03 C.OA 0.C5 C.OA 0 .C2
c . 00 0.01 0 .03 C.OA O.C 5 C.OA 0 .02
C.Ol- 0.01 0 .03 C.OA O.CA C.OA 0 .02
C.Ol 0.00 0.02 C.03 O.CA C.OA 0 .C2
c. 02 o .co 0 .01 C.03 0 .CA C .OA 0 .C2
c . 03 0.01 0.01 0.02 0.C3 C .OA 0.03
C.OA 0.02 0.00 0.02 0 .03 C.03 0.C3
C.OA 0.02 0.00 C.O 1 0.C2 C-02 0 .C2
C.OA 0.01 0.01 C.02 O.CC ■ C.Ol O.Cl
c . 00 0.12 0.18 0.10 O.CC C .06 0 .07
0.15 1.17 1 .05 C. 30 O . C l C-15 0.09
C.39- 5.01 0.83 C.32 0 .A2 C.31 12.38





C.07 0.93 -1.07 -0.8 9 - o . e s -C.92 0 .0
C. 07 0.22 2 .09 -C .22 -0.56 -C.67 -0 .SC
C.2A 0.09 0.95 1.17 1 .72 -C.62 -0 .69
0. 30 0.09 .0.56 0.90 1.23 -C.A9 -0 .63
0.31 0.11 0.35 C-68 1 .05 -C. 38 -0.5 7
0.32 0.13 0.22 C.51 0.65 -C.29 -0 .A9
C.32 0.16 0.12 C. 3 7 0.66 -C.2A -0 .A l
C.32 0.17 0.05 0.27 0.A9 -C. 22 .-0.3 5
C.31 0. 19 0.00 C. 19 . 0.35 -C.2A -0.?.1
O.C 0. 3A 0.28 0.2C 0.05 0.17 O.AA C.7 1 0.6A 3.92 -1.82
o . c 0.32 0.25 0.15 C.02 0.27 0.56 0.8A 0.9 8 l.Al -2 .27
0.0 0.30 0.21 0.09 0.10 0.36 0.67 0.98 1.12 C.55 -2.85
o . c 0. 27 0.16 0.02 0. 19 0.A7 0.79 1.11 1.25 C . 08 -3.65
o . c 0.23 0.11 O.OA 0.27 0.57 0.9 1 1.23 1 .37 C.2A -A .87
0.0 0.18 C.05 0.12 0. 36 0.67 1 .02 1.3A 1 .A9 C.A9 -7.13
o . c 0.12 0.01 0.19 0.A5 0.76 1.12 1.A5 1.59 C.70
o . c 0.06 0.08 0.27 0.53 0.85 1-21 1.5A 1.68 C.87
o . c O.CO 0.15 0.3 A 0.61 0.93 1.30 1.63 1.76 1.01
o . c . 0.06 0.21 O.Al 0.68 1.00 1.37 1.70 1.83 1.13 5.75
0.0 0.12 0.27 0.A7 0.73 1 .06 1.A3 1.76 1.68 1.2 3 3 .'3 6
o . c 0. 17- 0.32 0.51 0.78 1. U 1 .A7 1.80 1 .91 1.30 2.16
o . c 0.20 0.35 0.55 0.81 1.13 1.A9 1.82 1 .93 1.3A 1.A5
o . c 0.23 0.30 0.57 0.82 . I.IA 1.50 1.82 1 .92 1.36 0.99
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ção, os erros foram sempre inferiores a 1 %.
A Tabela II apresenta os erros relativos percentuais para 
a função de corrente e a vorticidade, entre as soluções obtidas, u- 
tilizando-se como condições de contorno rígido, a equação (1 2 ) e a" 
equação (13) , sendo que esta ultima compoê a solução de referência. 
A Tabela III mostra a distribuição, dos erros relativos percentuais 
entre a solução que utiliza como condição de contorno a equação 
(14) e a solução de referência, dada pela equação (13). Vê-se, a 
partir das tabelas II e III que, variando-se a expressão da condi­
ção de contorno, os erros relativos ja se tornam mais sensíveis., 
principalmente proximos a parede. Esta observação concorda com 
Roache 3 para a condi.ção de não deslizamento, pois a vorticidade 
ê produzida na parede, e sua difusão e advecção é que realmente go­
vernam o problema. Ainda que a utilização da equação (12) acarrete 
o aparecimento de erros mais sensíveis junto a o s ,contornos rígidos, 
excetuando-se os pontos da região de recirculação onde ocorre inver 
são de sinal dos valores da fusão de corrente, a magnitude de tais 
erros ainda pode ser considerada aceitãvel, uma vez que os mesmos 
são em número reduzido e localizados. 0 mesmo jã não acontece com 
o uso da equação (14) , que apresentou uma distribuição de erros pa­
ra a vorticidade da ordem de 41 em^praticamente todo o campo quando 
Re = 30, e erros realmente altos (indicados por *****) em toda a 
região de recirculação e principalmente na vizinhança do obstáculo 
quando Re = 5.
Testou-se, também, a técnica adotada por Roache|3 je Mills 
9| de se utilizarem dois valores distintos para cada ponto de qui­
na convexo do obstáculo, em função de cada região que esteja sendo 
varrida pelo processo iterativo. Os erros relativos percentuais re 
sultantes quando se utiliza esta técnica e a da solução de referên­
cia estão apresentados na Tabela IV. De sua análise, pode-se perce 
ber que os erros maiores ocorrem justamente nas vizinhanças dos pon 
tos de quina, e se disseminam no seio do .vfluido, ã medida que se in 
crementa o número de Reynolds, o que concorda plenamente com as ob­
servações feitas por Mills |9|, quando defende a técnica utilizada, 
alegando uma maior analogia- com o processo físico. Ve-se portanto 
que, apesar de os erros para os números de Reynolds menores serem 
de magnitude- pequena para os pontos localizados fora da região de 
recirculação, estes desvios tornam significativos para os pontos vi 
zinhos' ãs quinas do obstáculo. Â medida que se aumentam o número 
de Reynolds do escoamento, os erros referentes ã vorticidade se pro
TABELA II
Erro relativo pèrcéntual entre os valores obtidos utilizando-se 
condição de contorno rígido dada pela equação (12) e a solução 
de referência, abordagem estacionária.
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C.C 0-0 O.C C.O O.C C.O O.C
C-CC o-oc O.Cl C.03 O.C? C - 39 0-C
C.CC- 0.01 0.02 C-05 0.13 C.44 0-C
C-CO c.01 0.C2 C.OÉ 0. 15 C-46 O.C
C.CO 0.01 0.C3 C.07 0- It C.47 0-C
C-CC 0.01 0.C3 C-O 7 0- 16 C - 4 7 O-C
C-CC 0-01 0.C3 C-07 0-17 C.46 0-C
C-CC 0-01 0.C3 C-07 0. 17 C-4 6 O.C
0.00 0-01 0.C3 C.O? 0.17 C.4 6 C.C
C-CC c.01 0.C3 C -07 0. 17 C.46 O.C
c.co c.01 0.C3 C-07 0. 17 C-46 O.C
C-CC c.o 1 0.C3 C-07 0. 17 C-46 O.C
c.co 0-01 0-C3 C-07 0. 16 C-46 O.C
C-CC 0.01 0-C3 C-07 0. 16 0-46 O.C
O.CC 0-01 0-C2 C.OÍ 0- 16 0.4 7 o.c
c.cc c-oc 0-C2 c-oe 0- 16 C-4 7 O-C
C-CO o.oc 0-C2 c-ot 0-15 C-4 7 o.c
c.01 O.CC O.Cl c.05 0- 15 C.47 0-C
C.01 C-Ol O.Cl c-05 0-15 C.47 o.c-
c.01 c-oi O-CO C-04 0-15 C.47 C.C
c-ci 0.01 O-CO C.OA 0.15 C.47 o-c
c.02 0-0 1 O-CO C-04 0-15 C.46 o.c
C-02 O.Ql O-CO C-05 0-16 C .49 o-c
C-01 0.0 1 O-Cl C-0£ 0.17 C-5 1 o-c
C-CC 0.0 1 0-C4 C.06 C. 19 C.52 o-c
c.03 0.06 .0-C8 C. 13 0.22 C-5 1 o.c
C-10 C-14 0-17 C-2C 0.26 C-4* c.c
0-23 0.32 0-35 C.32- 0-26 c-n o-c
C-50 0.76 0.71 C-42 C.CC 1-49 O-c
1-08 2.32 1-30 C-21 2.4 1 o.c





1.4C C.O O.C C-O 0-C C-O O.c
1.08 2-63 -9-C8 -5-46 -5-Cl -5.55 o-c
0.70 1.11 0.52 -4 -46 -4.C4 -5.0C 0-C
0-49 0.68 0.34 í * -5. 12 -5.67 o.c
C-41 0.55 0.46 C.89 «« í -9-15 o.c
0-41 0.57 0.62 C.25 1. 66 c-c
0-47 0.6 7 0.82 C -77 0- 17 2-22 o.c
0-56 0.8 1 1.04 1.15 0-97 C- 19 0-C
0-66 0.96 1.25 1.45 1-46 1 -IÇ o.c
0-75 1-09 1.42 1.6£ 1-79 1 -7Í o.c
0-81 1-19 1.55 1.84 2-Cl 2-12 o.c
0.85- 1-24 1.62 1 -93 2.14 2 .32 o.c
0-86 1-25 1.62 1-9A 2. lE 2.42 o.c
0. 84 1-22 1.58 1-9C 2-14 2-43 o.c
0-8C 1.15 1.49 1-8C 2.C5 2-37 o.c
0.74 . 1.06 1-38 1 .66 1.91 2-24 0 . c
0-66 0-95 1-24 1 . 5C 1.74 2-09 o.c
0-58 0.8 3 1-C9 1 .32 1.55 1 -9 1 o.c
0.50 C-7 1 0.94 1.15 1. 36 1-72 o.c
0.4 2 C.6C 0 - 7 9 C.9£ 1-18 1-54 o.c
0.34 C-5C 0.66 C.82 l.Cl 1-36 o.c
0-28 0-4 1 0.54 C-68 0-85 1-21 o-c
0-22 0.33 0.44 C-56 0.72 1-07 O-c
0-17 0-26 0-35 C-4 6 0-tC 0-95 o.c
C- 14 0 :2c 0-28 C-37 0.51 C. 8 5 o.c
C. 10 0.16 0.22 C.3C 0.42 C -77 o.c
C-08 0-12 0.17 C-25 0.3 7 C-7C o.c
0-06 C-IC 0.14 C-2 1 0.22 C -65 o.c
C-05 c-oa 0- 12 C. 18 0.29 C-62 o.c
0-04 0 - 0 6 0.10 C-lt 0.27 C - 5 9 o.c
C-C4 0-06 0.C9 C-15 0 . 2 6 0-56 o . c
51
FUNÇÃO VORTICIDADE - RN = 5
C.O 0.0 0.0 O.C C.C 0.0 0.0 0.0 O.C
0.0 C.CC 0.01 O.Cl 0.02 0.03 0.C5 0.0<9 0.!7
C.O C.Cl 0.01 O.CZ C.OA 0-06 0-C9 C.1« 0.1<í
C.O 0-01 0.02 0.C3 C.05 0.08 0-12 C.16 O.I?
C.C C.02 0.03 0.C4 C-C6 0.05 0. 13 0. 17 0.]<Í
C.O C.02 0.03 0.05 C-07 O.IC 0.14 C.17 0.19
C.C C.C3 0.04 0.C5 C-08 0.11 0.14 C-17 O-IÇ,
C.O C.03 0.04 0.C5 G.08, 0-11 0.14 C.11 0.1=.
0.0 C.C3 0.04 0.06 C.08 0.11 0.15 C.17 0.19
C.C 0.C3 0.04 0.C6 C.C8 0.11 0.15 0.16 0.19
C.C C.C3 0.04 0.C6 C.08 0-11 0.15 C.16 0.19
C.C 0-03 0.04 0.C6 C-08 0-12 0.15 C-ie 0.19
0.0 C.04 0.05 0.C6 C.09 0.12 0.15 C.l£ 0.2C
C-0 0-C4 0.05 0-C6 0-09 0-12 0-15 0-16 0.2C
C.C 0.C4 0-05 0-07 C.09 0.13 0.16 C-19 0-2C
C.O C.C5 0.06 0.07 C.IC 0.13 0.17 C.2C 0.21
C.O C.05 0.06 O.Ca 0.11 0.14 0.18 C.21 0.2^
C.O 0-06 o.oe 0-10 0.12 0.16 0.19 C.22 0-23
C.C O.Ca 0.09 0.11 0.14 0.18 0.21 0.24 0-2A
C.O 0.10 0.12 0.14 0.17 0.2C 0.23 C.26 0.26
C.O 0.13 0.15 0-17 C.20 0-23 0.26 C.26 0-27
C.O 0.17 0.18 0.21 0.24 0-27 0.29 C.30 0-29
C.C 0.21 0.23 0.25 0.28 0.3C 0-32 0.32 0-3C
C.C 0.28 0-29 0-31 0.33 0.34 0.35 C.34 0.íC
C.O 0.37 0.38 0.39 C-39 0-39 0.37 C-34 C..-9
C.O 0.52 0.53 0-53 0.51 0.45 0.38 C.31 0.24
C.O 0.75 0-77 0.77. C.70 0.56 0.37 C.23 0 . 1 ?
C.O 1-04 1-09 1-11 1-C? 0.72 0.30 C.01 0-1?
C.O ■ 1.32 1 .42- 1.53 1.52 0-99 O.Cl C-46 C.60
C.O 1.49 1.63 1-87 2-18 1.59 1.32 1.49 1.4C
C.C 1.49 1-58 1.72 2.07 5.76 8.CO 2-lC 11.íl
C.C 1.33 1.26 1-C9 C-43 1.14
C.O 1.10 0.97 0.69 0.29 0.19
C.C C.9C 0.76 0.55 0.34 C.32
C.C 0.78 0.68 0.56 0.3S 0.23















C .20 0- le
C.20 0.18















C.C c.so 0.83 0.91 1.06 0.27 3.12 4-37 6.62 -3.2 1 -4.36
0-0 0. 85 0-86 0.86 0.72 0.16 0.82 1.54 2.0C í í « -0.96
C.C c . 82 0.79 0.69 0.45 C.OC 0.63 1-25 1.61 3-90 -0.69
c.c c.69 0-61 0.44 0- 14 0.29 0.64 1.4Í 1.94 2-63 -l.tl
C. 0 0.46 0.35 0. 12 0-22 0.67 1-20 1-75 2- 2C 2.16 -5.63
C.O 0. 19 0.04 0.22 C. 59 1.06 1.60 2-12 2.4 6 2 .05 2.93
C.C C.C5 0.22 0.51 0.91 1-39 1-93 2-43 2-66 2.09 0-4C
C.O 0, 19 0.38 0.68 l- 10 1.60 2.14 2-6 1 2.77 2.16 0.4 1
C.O 0. 14 0- 34 0.67 1.11 1.63 2.19 2.67 2.6C 2.27 0-.9 0
C.O 0- 13 0-10 0-45 C.92 1.49 2-C9 2-59 2.75 2.32 1.23
C.O C-62 0.35 0.C4 0-57 1.2C 1-87 2.42 2.6 3 2.32 1.44
C.O 1.24 0.94 0.48 0. 12 0.83 1.57 2.16 2.46 2-25 1-55
C.O 1.92 1.57 1.C4 0-36 0.44 1.24 1-9C 2.24 2-13 1.58
C.O 2.53 2.13 1-54 0.79 0.07 0.92 1.61 1.99 1.9 7 1.54
C.O 3.01 2.57 1.93 1.13 0.24 0-63 1.33 1.73 1.77 1-45
C.O 3.29 2.84 2.18 1.36 0.47 0-37 1.05 1.47 1.55 1-32
C.O 3.38 2,93 2.28 1.48 0.63 0- 17 0.8 1 1.21 1-32 1-16
C.O 3.30 2.87 2-25 1.51 0.72 C.Cl C.59 0-97 1-10 l.CO
C.O 3.09 2.70 2-14 , 1.46 0.76 0.11 0.4 1 0-75 0-89 0-83
C.O 2.80 2.46 Í-96 1.37 0-76 0-19 C.26 0.56 C-69 0.67
C.O 2.47 2-17 1-74 1.24 0-72 0.25 0.14 0.4C C-5 2 0-53
C.O 2.12 1-87 1-52 1. 10 0.6 7 0.28 C. 0 4 0.26 0-36 0.4C
C.O 1.78 1.58 1-29 0.95 0.60 0.29 C-03 0.15 0-25 0-29
C.C . 1.47 1.31 1-08 0.81 0.54 0.29 0-09 0.C6 C-15 0-19
C.O 1.20 1.07 0. 89 0.68 0.47 0-28 0-12 0-Cl 0.0 7 0-11
C.O 0.96 0.87 0-73 0.57 0-4 1 0-27 C-15 0-06 C-0 1 0.C5
C.C 0.76 0.69 0.59 0.47 0.36 0-25 0-16 0-C9 0.04 O-CO
C.O 0-60 0.55 0-48 0.39 0-3 1 0-24 C.17 0.12 ■0.07 0-04
C.O 0.48 0.44 0.39 0-33 0i27 0-22 C.17 0.13 C-09 0-06
0.0 0.39 0.36 0.32 0.28 0.2 4 0.20 C.17 0.14 C-IC 0.07
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FUNÇÃO DE CORRENTE - RN = 30
O.C
c . c  
c . c  
c . c  
o . c  
c . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
c . c  
<;.c 
o . c  
o . c  
c . c  
c . c  
c . c  
c . c  
c . c  
c . c  
o . c  
c . c  
c . c  
c . c  
o . c  
c . c  
c . c  
c . c  
o . c  
. c . c  
c . c  
o . c  
o . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
c . c  
c-c  
c . c  
o . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o-c 
o . c  
c . c  
o . c  
o . c  
o-c  
o . c  
o . c  
o . c
c . c
c . c o
c . c o
c . c o
c . c o
c . c o
c . c o
c . c c
c . c o
o . c o
c . c o
c . c o
o . c o
c . c o
c-co
o . c o
c . c o
c . c o
c . c o
O.CC
c . c o  
o . c o  
c . c o  
c . c o  
■ c . c o  
c . c o  
o . co  






















O.C l  
C . 01 
c . Cl 
O.CO 
O.CO
c . c o
C.CO
C.CO
c . 01 
c .  Cl 
c . Cl














































































O .C l  
O .C l  
O .C l  
O .C l  
O .C l  
O .C l  
C .C l  
O .C l  










O .C l  
0.C2 
C.C5 







































C.O C.C C.O C.C C.C C.O C.C
C.CO C.CO 0.00 C.02 C.C7 C.37 C.C
C.CO C.CO O.OC C.03 C . 1 1 C.4C 0 .C
C.CO C.CO 0 .01 C.03 0.12 C.42 0-C
c.Cl C.CO C.01 C-04 C. 13 C-4 3 O.C
C.01 C.01 C.01 C.04 0.13 C.4 4 O.C
c.01 C.Cl C-01 C.C4 0.14 C .44 O.C
c.01 C.01 C.01 C.04 0. 1« C.45 O.C
c.01 • C.01 0.01 C.05 0, J4 C.45 C.C
c.01 C.01 0.01 C.05 0. 1< C.45 0 ,C
c.Cl c.Cl 0 .01 C.05 C . 14 C.46 O.C
c.01 C.01 0.01 C.05 C . lA C-4 6 O.C
C.01 C.CO 0.01 C.05 C . 15 C.46 C.C
c.01 C.CO c.01 C.05 0 . 15 C .46 C.C
c.01 c.co c . 0 1 C.OÍ 0.15 C .46 c ,c
c.01 C.CO 0.01 C.05 0.15 C.47 0 -C
c.01 c.co 0.01 C.05 0.15 C.47 C .C
c.co 0.00 0.01 C.05 0.15 C .47 c.c
c.co c.co c.01 C.05 C.lí C .47 0 ,c
c.co c.co c.02 C.05 0.15 C.46 c .c
c.co c.cc 0.02 C.C5 0.15 C .46 O.c
c.co c.co c.02 C.06 C. 15 C .46 c.c
c.co c.Cl C .02 C.C6 0.16 C .46 0 .c
c.00 c.01 C.03 C.07 C , 17 C .47 O.c
c.02 C.C3 0.05 C.09 c. it; C .49 G .0
c. 04 0.06 C .IC C. 14 C • ^ 4 C.53 c-c
C.C9 0.14 0.19 C.25 c.3« C.59 c.c
c. 19 0.30 0.3 9 C.44 0 .5C C -65 0 .c
c.42 c. 7-1 0.37 C.86 C .77 C .52 c.c











C.O C.C C.C C .C o.c
1.13 0.0 C.O C.C C.C • C.C 0 -c
C. 98 5.56 -2,93 -2.58 -2.32 -2.44 c ,c
C.83 5.39 -C .65 -C.96 -1. IÇ -1.91 O-c
C. 76 5.11 -C .24 -C. 26 -C.6 2 - I .49 0 -C
C. 73 4.50 -0.86 -C.17 -0-22 -1.15 c-c
C.72 3.S7 -1 .46 -C.54 -O.ct -C .86 0,C
C.70 3.33 -2.13 -C.87 -C - 36 -C .6 1 c,c
C. 67 2.88 -2 .98 -1.2C -C .6 1 -C .38 c .c
C.64 2.50 -4.24 -1.53 -C-65 -C.18 c ,c
C.61 2.18 ♦ 4« -1.9C - 1 ,cs -C.Cl c ,c
C. 57 1.91 ♦ í « -2.3A -1.22 -C .2C c ,c
C. 53 1.67 -2.9C -1.61 -C -4C c.c
C. 49 1.47 -3.68 - 1 . Ç 2 -C.61 C -C
C.45 1.29 8 .03 -4.9C -2.23 -C.86 o.c
C.40 1.12 5.10 -7.13 -2.65 -1.16 0 .c
C.36 0.98 3,66 -3.56 - 1.51 0 iC
C.31 0.84 2.78 -4 .6C - 1.96 c.c
C.26 0.71 2,18 -6.36 ^2.54 0 .c
C.21 C.60 1,73 8.43-■ 10 .C7 -2.34 0 -C
C. 16 0.43 1,38 5.09 ♦ < -4.58 o.c
C. 11 0.37 1.08 3.47 -6.83 c.c
C-06 0.27 0,82 2.46 * í * 0 .c
C. 01 0.17 0.60 1.81 6.12 * * * o.c
C.04 0.07 0-40 1.3C 3.66 * * * c.c
C.09 0.C3 0.22 C.9C 2.62 7.37 c.c
C. 14 0.12 0 .06 C.57 1.6 1 4.42 o.c
C. 19 0.20 0.08 C-3C 1.22 2.96 o.c
C. 23 0.27 0.21 C.08 O.SC 2.C9 o.c
C.26 0.3 3 0.31 C. IC 0.46 . 1.51 0 .c
C . 28 0,37 0.39 C . 23 0.24 1.11 o . c
C. 30 0.40 0 ,4 5 C . 34 C.C6 C . 82 c . c
Continuação da Tabela II
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FUNÇÃO VORTICIDADE - RN = 30
O.C C.C C.O 0.0 C.O 0-0 0-0 C-0
O.C C.CO 0.00 O-OC C.00 O.CO 0-01 C-05
O.C C.CO c . 00 O.CC c-01 C.Ol 0.04 0.09
O.C O.CO c . 00 O.CC C.Ol c-03 C.07 C . 12
O .c  O.CO 0.00 O.Cl C.02 C.05 0-09 C-IA
O.C O.CO C.Ol 0.C2 0.03 0.06 0.11 C.lé
O.C O.Cl C.Ol 0.C2 C.05 0.08 0-13 C-17
O.C C.Ol C.02 0.C3 C.06 C.10 0.14 C.19
O.C 0.02 C.02 O.CA C.07 0. 11 0 ,15 C.19
O.C • 0.C2 0.03 0.05 C.08 0.12 0.16 C.2C
O.C C.C2 C.03 0.C6 C.09 0.13 0, 17 C.21
O.C C.C3 C.OA 0.C6 0.10 C.IA 0.1-8 C.21
O.C C.C3 C.OA C.07 C.10 C-IA 0-19 C-22
O.C 0.C3 C.05 0.07 C.11 0,15 0.19 C.22
C.C C.03 C.05 0-08 C- 11 0. 16 0-20 C.23
C.C C.C3 C.05 0.08 C.12 0.16 0.2C C-23
O.C C.03 C.05 0.C8 C.12 0-16 0.20 0.23
O.C O.CA C.06 0.08 C. 12 0. 17 0.21 C.23
O.C O.CA C.06 0.C9 C.12 0-17 0-21 C-23
O.C C.OA C.05 O.ce C.12 C.17 0.21 C-23
O.C C.C3 C.05 0.08 C- 12 0.16 0-20 C.23
O.C C.03 C.05 0.C8 C. 12 0. 16 0.20 C-22
C.C C.02 C.OA 0.07 C.11 0,15 0,19 C,22
O.C C.02 C.OA 0.C7 C.10 O.IA 0,18 C,21
O.C C.Cl C.03 0.C6 C.10 O.IA 0.17 0.19
O.C O.CO C.02 0.C5 C.09 0,13 0,15 C,17
C.C O.CO C.02 0.C5 C.03 O.ll 0,13 O.ll
O.C C.Cl C.02 0.05 C.10 C.IA 0,12 0,03
O.C C.Cl C.03 0,15 C,5A 0,91 0,AB C.OA
O.C C.C2 C.19 1,18 3.82 A,77 0,92 C,38
O.C C.15 1.00 3.70 5.29 7,56 1,90 1.59
0,C 0,56-2.08 3,C9 1-32 3.73
O.C 1.11 2.19 2-CC C-33 0.10
O.C 1.A5 1.91 1.37 0.3A 0.32
O.C 1.53 1.61 1.05 C.AA C.31
O.C 1.A8 1,38 0.92 0,73 3,5A -1,AP -C,A7 -
C.C 1,37 1.21 0.E£ C.70 C,6A 6,91-11,79 -
C.C 1.25 1.09 0,95 C,53 0,33 1 ,A9 2,A3
O.C 1.15 1.01 0.8C C.A5 0,17 0,77 1.25
O.C 1.07 C.95 0.76 C.A2 0,06 0,A6 C,8C
O.C l.CO 0.91 0.72 C.Al C,C3 0,2A C,A9
O.C 0,95 0.87 0.70 C.A2 0,1A 0,05 C-23
C.C 0.92 C.8A 0,68 C.A5 0-2A O-IA C,01
O.C 0.E8 C.81 0.68 C.A9 C.36 0,31 C,22
O.C 0.86 0.80 0.68 C.55 C,A7 0,A7 C,A1
O.C 0.8A 0.79 0.7C C.61 0,59 0,62 C-58
O.C 0.83 C.79 0.73 C-68 0-70 0-76 C-73
O.C C.83 0.80 0-76 C.76 0.82 0-90 0-86
O.C C.83 0.81 0.81 0.8A 0.93 1.03 1.01
O.C 0.8A 0.8A 0.86 C.93 1-OA 1-15 1.15
O.C 0.85 C.87 0.92 l-Ol 1-15 1-28 1.29
O.C 0.88 0.91 0.98 1.10 1.26 l.AO 1.A2
O.C 0.91 0.95 1.C5 1.19 1.37 1.53 1,56
O.C 0.95 1.01 1.12 1.29 1.A8 1.65 1.70
O.C 0.99 1.06 1.2C 1.38 1.59 1.77 1.83
C.C l.OA 1.13 1.27 1.A7 1.70 1.89 1.97
O.C 1.10 1.19 1.35 1.57 1.80 2.01 2,09
O.C 1.16 1.26 1.A3 1.65 1.90 2.12 2.22
O.C 1.22 1.33 1.51 1.7A 1,99 2,23 2.33
O.C 1.28 1.39 1.58 1.82 2,08 2.32 2.AA
O.C 1.33 1.A5 1.65 1.89, 2,16 2,A1 2.53
O.C 1.38 1.51 1.7G 1.95 2.23 2.A8 2.61
O.C 1.A3 1.55 1.75 2.00 2,28 2,5A 2,68
O.C 1.A6 1.58 1.76 2.03 2.31 2.58 2.72
0.C 1.A8 1-60,, 1.80, 2.05 2.33 2 -60 -'2.7A
O.C , 1.A8 1.60 1.79 2.0A 2.32 2.60 2.7A
O.C 








C .2  2 






















c .23 0..2 A
c .22 0 .23
c .22 0 .1 2 2
c -22 0 ,.21
c -22 0 ,.2 1
c .22 0..2C
c .22 0 . 2 C
c .22 0 .• 2C
c .22 0 ,.19
c .2 2 0 .19
c .22 0 .19
c ,22 c ..18
c ,22 0 .16
c ,22 G . 18
c ,22 c . 18
c .22 , c .17
c .2 2 c . 1 7
c ,2 1 0 .17
c .2 1 0 .17
c .2C c .16
c .18 c . lA
c .15 0 .09
c , i c c .C2
c ,c  1 c .. 1 2





































- 1 , lA 
-C ,90


















































11 .6 6 
16.82 
í 
*  * *






Erro relativo percentual entre os valores obtidos utilizando-se 
condição de contorno rígido dada pela equação (14) e a solução 
de referência, pára algumas seções ã.montante e ã jusante da se­


























































































0 . 0 1
0 . 0 1
0 . 0 2
O.OA


























































c . 01 
c -01 
c . 01 
c . c o  
c . c o
C.CC 













0 .01  
0-01 0 - 0  1 
0 .02 
0 .02 
0 .0 2  
0.02 
C.02 
0 . 0  2 
C.02 
C.02 















A . 77 17.55 
2.9-^ 25.53 
1.9A C.O
3 - RN = 5
O.C C.O O.C c- 0 0-C
O.Cl C-02 0.C7 C-29 O.C
0.C2 C-04 0- IC C-31 o.c
0.C3 C-05 0- 12 C-32 0-C
0.C3 C-Oí 0. 12 C.33 o.c
0.C3 C-C6 0- 13 C-3A c.c
0.C3 c-ce 0.13 C.3« 0-C
0.C3 C.O? 0.13 C .3< o.c
0.C3 C-07 0.13 C-34 O.C
0.C3 C-07 0.13 C.3A O.C
0.C3 C.07 0. 13 C .3* c.c
0.C3 C.06 0.13 C.3^ O.c
0-C3 C.06 C. 13 C. 3« O.c
0.C3 C .06 0.13 C.34 O.c
0.C3 C.Of 0.13 C .34 c.c
0-C2 C.05 0 . 1/ C.33 c.c
0.C2 C.05 0.11 C.32 O.c
O.CO C.02 0. K C.3C o.c
0.C2 C.O 1 0.C5 C .2í c.c
0.C9 C.C9 C.C6 C.l 3 c.c
■ 0-Z3 C. 2 9 C. 31 ’C. 15 c.c
0-53 C.72 0.E5 C .7 / c.c
1.13 1.59 2.CC 2.11 o.c
2.28 3.33 A. 3 5 ' 4.9^ c.c
A. 38 6.71 9.21 1 1.08 o.c
8. lA 13.í. 1 19.7C 25.36 c.c
lA-98 27.AC íA - í 7 63-29 o.c
28. 6C.12 < « * « o.c
57.96 «í í « * o.c
< ♦ « í ♦ í * * c.c
O.C C.O C.C C -C c.c
2.71







C.O c . 04 0.19 0-53 1-70 0-0 .C.C C.O C-C C.O C.C
C.C 0.C3 0.14 0.29 C.CC 16.4fc ♦ » *1 it 0-C
C.O 0.02 0.06 0.C5 1-25 10.79 O.C
c . c c . Cl 0.0 1 0.25 1.49 6.9C 33.C2 < ♦ ♦ í  í--73.44 o . c
C.O C.CC 0. 04 0.29 1.25 4.31 13.71 5C.33 «-■9C.12 ò . c
c.c c.co 0.03 0.22 0.85 2.53 6.5 7 16 .2C 4 3-84 95 .49 o . c
C.C C-Cl 0.01 0.08 0-41 1.27 3. 10 6.62 13. 12 25.36 c . c
c.c c. 02 0.07 0.C9 C-Cl 0.36 1.13 2.56 4.E5 8.12 c.c
C.O c. C4 0.13 0.25 0.33 0.3 1 0.C8 C.4É 1.39 2.66 o.c
C.O c. 05 0.19 0.38 0-60 C.78 0.85 C.7 3 0.37 0-19 o.c
C.O c. C6 0'. 2 3- 0.49 0- 8C 1.11 1 . 34 1.44 1-35 1-lÍ O.C
o.c c.07 0.26 0.56 0.93 1.31 1.64 1.85 1.9C 1-82 o.c
c.c c.07 0.28 0.60 0.99 1.41 1.79 2 .06’ 2-18 2.21 O.C
c.c 0.07 0.29 0.61 1.01 1.43 1.82 2-12 2-29 2.36 o.c
0.0 c.07 0.28 0. 59 0;98 1.39 1-78 2.09 2-28 2.41 c.c
C.O C.07 0.26 0.56 0.92 1.31 1.68 1.9£ 2- 17 2.34 o.c
c.c C.C6 0.24 0.51 0.84 1.2C 1-54 1.82 2-C2 2.2 1 o.c
C.O 0.C6 0.21 0.45 0. 75 1.07 1.28 1.63 1-63 2.0 4 o.c
C.O C.C5 0.19 0.40 0.66 0.94 1.21 1.44 1.62 1.84 0.C
C.O c. 04 0.16 0.34 0.56 0-8C 1-04 1.24 1.42 1.6 4 o.c
c.c C.C3 0-13 0.23 0.47 0-68 0.88 1.06 1.22 l.AS 0-C
c-0 C.C3 0.11 0.23 0-39 0.56 0.73 C.89 1.C4 1.2 7 0-C
C.O C. 02 0.09 0.19 0.32 0.46 0.60 C .74 0.67 1.11 O.C
c.c C. 02 0.07 0.15 0,2 5 0.37 0-49 C.6C 0.73 C.96 0-C
C.O C. Cl 0.06 0.12 0.20 • 0.30 0.39 C.49 0.61 C.-8 4 0-C
0.0 O.Cl 0.04 0.C9 C- 16 0-23 0.32 C-4C C.51 C-74 O.C
c.c O.Cl 0.03 ■ 0.C7 0.13 0-19 0.25 C.33 0.43 C-66 0-C
C.O C.01 0.03 0-C6 0. 10 0-15 0-21 C. 2 7 0.37 C-59 O-C
C.O C.01 0.02 ■ 0.C5 C.08 0.12 0-17 0.23 0.32 C-5 5 0-C
C.O c-cc 0.02 0.04 C-C7 O.IC 0. 15 C-2C 0.29 C.5 1 O-C
c.c c.co 0-02 0.C4 0.06 O.IC 0. 14 0.19 0.28. C.5C O.C
■
' _ .. .. -■
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0 .10  

















0 .05  
0 .06  
0 .07  
O.OE 
0 .08  
0 .09 
0 .09 
0 .0 9  
0 .0 9  
O . I C  
0. 11 
0 . 1 1  
0.1 3  
0 .14 
0 .1 5  
0 .13  
0.C3 
0 .26  
0 .95 
2 .2 9  
4-41 
6 .82
8-CC 10.22 13-95 19.1
O.C C-0 0,0 O.C C.O O.C C-0 C.C
0.01 0.02 0.02 ■O.CA C.06 0.12 C.2‘i 0.25
0.C3 0.04 0.05 0.C7 0.09 0.13 C-l^ i 0.11
0.C5 C. C6 0,07 0.C9 C-IC 0. 12 C.12 0.11
0.C6 O.C 7 0,08 0.10 C.11 0. 11 C.11 0.10
0.07 C.08 0.09 0. 10 C, 1 1 0.11 C.l 1 0. 10
0.08 0.09 0.10 0.11 0,11 0.11 C.IC 0.10
0.C9 0.09 O.IC 0.11 0,11 0.11 C.IC 0.C9
0.C9 0.10 0.11 0.11 0,13 0. n C . IC C.C9
0.09 0. IC 0.11 0. 11 C,ll 0.11 C.IC C.C9
0. 10 C. 10 0.1 l 0.11 C.12 0.11 C.IC . 0.C9
C. 10 0. 11 0. 11 0.12 0,12 0. n C.IC 0 . C 9
0. 10 0.11 0.12 0. 12 C. 12 0. 12 0,11 0.C9
0- 11 .0.11 0,12 0.13 C.12 0. 12 C,U 0-C9
0,11 0. 12 0.13 0. 13 C.13 0.12 C.l 1 C.IC
0- 12 0. 13 0.14 0. 14 C.14 0.13 C,12 0. IC
0- 13 0, 14 0.15 0. 16 C.lí 0. 15 0,13 0.11
0. 15 0,16 0.17 0. 18 C, 18 0.17 C.16 C. 12
0. 16 C. 17 0.19 0.20 C.22 0.22 C.2 1 0.17
0. 14 0. 16 0.19 0-23 C ,26 0.3 3 C.34 0.29
0.04 0.07 0.14 0.25 0,4C 0-55 C .6 3 0.5 7
0.27 0.22 0.07 0.2C 0,56 0-99 1,26 1 - 2C
l.CO ■ 0.94 0.66 0- 10 C ,8C .1-6 1 2.55 2-55
2.49 2-53 2.16 1 . 10 C ,79 3-16 5.14 5-49
5-01 5,5-1 5.4C 3.91 C,39 4-96 lC-22 12-10
23.57 2C.61 G.9C 3 6. 1£ V7.C9 
6.26 8.45 1 3.47 24.07 41 .27 54 .94 35 .C4 6«.63
C.O 2.C6 2.04 2.68 6.07 19,27 56-79 < * * < < 4 3,92 < * * « *
0.0 1.36 2.27 3-55 4.49 2.9 1 72.26 « í  * « í í  «
C.o 3,42 4.4C 5.87 8. 39 22.46 íí í  * ♦ í < « ♦ « * C.C
c.o 3.87 4.21 4.12 2.22 4.75
c.o 3. 37 3.11 2.20 0.34 1,46
c.o 2.58 2. l.I 1-20 C, 05 0,67
c . o 1.94 1.54 0,98 0,28 1,32
0.0 1.63 1.49 1 .56 2.78 16,03 ♦ * < # < ♦ « í « 4 o.c
c . o 1.58 1.63 1,91 2.52 0.4  4 3 5.42 jf * * í  < -80.7( í  ♦
c.o 1.51 1.5C 1. 39 0.64 2.9 1 12-89 26.32 39.77 í  < í  # «- 9 3.27
c.o 1.19 1-CC 0,49 0.78 3-56 8.24 13.15 12.07 ❖ — 5í5 .C2
c.o 0. 60 0.25 0.50 1.83 3,92 6-48 E.16 5.C2 35 ,8C- 54 . 74
c.o C. 16 0.60 1.41 2.63 4,2C 5,71 6.16 3.C6 l 5 , 3 7
C.C 0.92 1-38 2, 16 3,22 4-39 5.33 5.29 2.7 7 6,4 2 5 2,63
C.C 1.53 1.97 2.68 3.56 4-46 . 5 , C 7 4,37 2.97 2.12 13.Cl
c.o 1.87 2.27 2.89 3.63 4,34 4,79 4 ,6C 3 .24 C . 1 2 4.67
c.o 1.85 2.23 2.77 3-42 4,03 4-44 4,35 3.42 1 ,3c 1.64
C.C 1.48 1.84 2. 35 2. 95 3,55 4.CO 4.06 . 3.46 2 ,06 O.c 3
C.C 0.80 1.16 1.68 2,30 2,95 3-50 3.7^ 3.44 2.4Í. 0.66
c.o C.C9 0.3C 0- 86 1-56 2,3C 2.98 3.36 3 . 30 2 ,6C 1.-36
C.C 1.05 0.61 0,C2 0-81 1,67 2.46 2-OC 3.C8 2.6C 1.6 1
c.o 1, 94 1-45 0-74 C- 13 1,09 1.97 2.61 2.61 2 .4 9 l .  I C
C.C 2.66 2-13 1 . 36 0-42 0,59 1.53 2.22 2.51 2.31 1.68
C.C 3.17 2.61 1.81 0-84 0,20 1.15 1.86 2. 19 2.09. 1.59
C.C 3.44 i . s e 2. 08 1.12 0,10 0,82 1.5 1 1,67 1.84 1.46
c . o -3.50 2-96 2.19 1.28 0,3 2 0,55' 1 -2C 1,56 1 .56 1.3 0
0.0 3.40 2-9C 2.18 1.34 0,46 0.23 C-93 1,2 6 1.32 1.13
c.o 3-18 2-73 2.C8 1.32 0,54 0. 16 C.7C 1.C2 I.IC 0.96
c . o 2.88 2-49 1.92 1.26 0,58 0.03 C.5C 0.79 0.8 6 0.79
C.C 2.54 2.21 1.73 1.16 0,58 0.C6 0-34 0. 60 C.7C 0.64
c . o 2.20 1.92 1.52 1.05 0,56 0.13 C-22 0.4 4 C .54 0.51
c . o 1.87 1.64 1.31 0.92 0,53 0.17 C-12 0.21 C.4C 0.40
c . o 1.56 1.3 8 1. 11 0.80 .0,48 0.19 C-05 0.2 1 0.29 0.-3 0
C.C 1.29 1.15 0.94 0-69 0,43 0.20 C-0 1 0. 13 C.2C 0.2 2
0.0 1.06 • 0.95 0.78 0-58 0.36 0.20 C-04 0 .C7 0.14 0.16
C.C 0. 86 0-78 C-65 C-50 0.34 0.19 C.06 C.C3 0.09 0.11
c . o 0.71 0.64 0.54 0-42 0.29 0.17 C.07 O.Cl C.06 0.C8
c . o 0.59 0.53 0.45 0.36 0.26 0.16 C.07 O.CC C.04 0.C6
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o . c  
0.0 
0.0 
o . c  
0.0 
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
0.0  . 
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
0.0 
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 




o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0  . 
o . c  
o . c  
0.0 
o . c
c . o  
o . co  
o . co  
o . c o  
o . co  
o . co  
o . c o  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  
o . co  




























0- 12 0 . 11 


























































































0 .01  
0.01 
0.01 
0 .01  
0.01 























































0.0 0.0 0 .0 0 .0 0-0 C.O 0 . 0
c . 00 0.00 0 .0 0 0.01 0.05 0.2 6 O.C
0.00 0.00 0 .0 0 0 .02 0-07 0.28 0 .0
0.01 0.01 0 .0 0 0.02 O.Cfi C.28 0 .0
e . 01 0-01 0 .0 0 0.02 o . c e 0.28 0 .0
c . 01 0.01 0.0 0 0 .02 0.C8 0.28 0 .0
0.01 0.01 0 .0 0 0 .02 o . c a 0.29 0 . 0
0,01 0-01 0-00 c . 02 0 .C8 0.29 0 .0
c . 01 0.01 0 .00 0 .0 2 0.09 0.29 0 .0
c . 01 0-01 0 .0 0 0 .02 0.C9 0.30 0 .0
0.01 0.01 0.0 0 C . 03 O.C9 0 .30 0-0
0-01 0.01 0.0 0 0 .0 3 0.09 0.30 0 .0
0.01 0.01 0 .0 0 C.03 0 .CS C. 30 0 .0
c . 01 0.01 0 .0 0 0.03 0 . C 9 0-30 0 .0
0.01 0.01 0 .0 0 0 .0 2 0 .CH C-29 0 .0
c .  01 0.02 0 .0 1 0 .0  1 0.C7 C .27 0 .0
0.02 0.03 0.03 0 .0 2 0.03 0.2 3 0 .0
O.OA 0.06 0.07 0.07 0.03 C-15 0-0
0.07 0.11 0. lA 0.16 0.15 O.OI 0 . 0
0. 12 0. 19 0.27 0.33 0.36 C.23 0.0
0.22 0.3A 0.A8 0.62 0 . li 0.65 0-0
0.36 0.58 0.85 1.12 1.25 1.37 0.0
0.60 0.99 1 .A7 2.0 0 2. A 7 2.65 0.0
0.96 1.65 2.56 3.6 1 'A.5t 5.07 0.0
1.51 2.73 A .50 6.73 8.9P 1C.30 0 .0
2.29 A-50 8.11 13.36 19.51 2 3.99 0 .0
3 .32 7.3A 15.15 28.76 A8.39 67.70 o . c
A.AA 1 1 .73. 29.35 67.A9 ♦ * » í  í » * í « 4 0.0
5.07 17.9A 59.97 ♦ ««« « 0 .0
3. 36 25.51 ♦ « « « * ♦ * * ♦ « * V' ♦ « « 0 .0





3-53 0-0 0 .0 C.O O.C 0.0 0 .0
3.66 6 8.50--31.AA-•88.18 ♦ * * í 0.0
3.88 6 3.77-•21-92--3A.0A-■57 .23-■87.85 0.0
A.03 A9.A2-•17-35-•18.25-•23.5A-■26.76 0 .0
A.03 35.67-•15.OA-a 1.8 9-■12.A7-■13.01 0 .0
3.9? 26.03-•IA. 3 3 -9. 1 1 -8 . 1£ -7.62 o . c
3.77 19.76-■1A.99 -7.98 -6.AU -5.A8 0 .0
3.60 15.66-•17.16 -7.75 -5.73 -A.62 0 .0
3.AA 12.90-■21 .65 -8 .  1 A -5.67 -A.38 0 .0
3.29 10.97-•3 1 . lA -9 .0  e -6.C2 -A. 5 A 0 . 0
3. 16 9 . 57-•57.90-■1C.6A -6.73 -A.99 0 .0
3.03 8.52 «í > ♦ «-•13.OA - 7 . f í l -5.73 0-0
2.91 7.70 85.A9-•16.7A -9.3C -6.7A 0.0
2.80 7.0A 39.70-■22-86- 1 1 .3A - e . 07 0 .0
2.70 6.A9 26.3A--3A.A9-- l A . 1 3 -9 , 7 7 0 .0
2.59 6.02 19.9A--6A.7A--18.11-■11.96 0.0
2. A9 5.61 16.16 ■2A.17-- 1A.81 0 .0
2.39 5.2A 13.62 •3A.59-■18.69 0.0
2.28 A.39 11.77 50.29-•57.C5--2A.28 0 .0
2. 18 A.57 1 0 .3A 32.59 ♦«>^ >íí--33.18 0 .0
2. 07 A-27 9 .1 8 2A. 16 -A9.92 0 .0
•1.96 3-98 8.21 19.15 77. 5 C--9A.A3 0 . 0
1.85 3.70 7.3 7 15.78 AA.23 0.0
1.7A 3. A3 6.63 13.32 30.82 o . c
1.63 3.17 5 .98 1 l . A  1 23.  A 7 62.32 0.0
1.52 2.92 5.38 9.89 18.77 AC.02 o-.o
1-Al 2.68 A.85 8.62 15. A7 29.22 ò .o
1.30 2.A5 A.36 7 .5 6 13.01 22.78 0 .0
1-20 2.2a 3 .93 6.66 11 . IC 1 8 . A8 0.0
1. 11 2.05 3.5 A 5.89 9.57 15.39 0-0
1-03 1.87 3.19 5.23 8 .32 13.05 o . c
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o . c o  
o . c o  
o . c o  

























































































o . o c  
0 .00 





















































































5.15 18.09 23.05 20.64 
13.05 19.Í4 1C.66 19.12 







































































0 . 16 
0.16 











8 .H 1 
18 . 7^1 


















































0. 7 1 
1.15







0.0 11.58 11.95 7.42 c . 35 3-87
o . c 11.25 10.13 5.62 0.32 5.97 -4.83--81.12 4 < >f « A 0.0
0.0 10. 44 8.62 4.55 0.40 4.38 1 -63 « * < í * * 1» í ♦ * <■■«
0.0 9.47 7.43 3.8 9 0.33 2.47 1 .31 35.03 ♦ í *-•12.05 ♦ * í #>>
0.0 8.50 6.49 3.47 0.54 1.05 1.17 8.88 22-CS-•2t.97--30.5E
o . c 7.62 5.7 6 3.19 0-85 0.16 0-97 3.2C 1.12- 17.91--12.95
o . c 6.84 5.19 3.03 1- 17 0-40 0.85 1.35 2.4 2-■ 12.46 -7.45
0.0 6.18 4.75 2.95 1-44 0. 76 0.79 0.59 3.25-•1C . 15 -5.34
o . c 5.64 4.42 2.91 1.65 1.00 0.77 0-20 3.57 -9.53 -4 .46
o . c 5. 19 4.16 2-89 1.82 1.18 0.77 0.01 3.7 5 -9.91 -4 .16
0.0 4.83 3.96 2-89 1.96 1.31 0.79 c .  1 1 3.6 5-•11 .08 -4.21
o . c 4. 54 3.81 2.9C 2-07 1.43 0 .84 0.13 3 .85-•13-03 -.4 .54
0.0 4.31 3.70 2.91 2. 16 1.54 0.92 0.08 3,76-■ 16.01‘-5.10
o . c 4. 13 3-61 2.93 2-25 1.65 1 .04 0.04 3.59-•20.58 -5 .89
o . c 3.99 3-54 2.95 2-34 1.78 1.20 0.22 3.34-■26,10 -6 .92
0.0 3.88 3.50 2.9 8 2.44 1.93 1 .40 0.46 3 .C2-■42.61 -8.22
0.0 3.80 3.48 3.02 2.55 2.11 1 .64 0.74 2.£5-■8 2,43 -9 .83
o . c 3.75 3-47 3.08 2.67 2.30 1 .91 1.06 2.^5 * í í««-•11 .83
o . c 3. 71 3.48 3.15 2.81 2.52 2.20 1.40 1.63 «««*#-■14.34
0.0 '3.70 3.50 3.23 2.97 2.77 2-52 1-76 1 .39 51.54-■17,61
0-0 3.71 3.54 3.34 3. 15 3.03 2-85 2-13 0.96 33 .49-■22.04
o . c 3-73 3.61 3.46 3-35 3.31 3.19 2.50 0.54 24.57--28,46
0.0 3.77 3.69 3.60 3.57 3.60 3-53 2.86 Ò. 13 19.17--38.84
0.0 3.83 3.78 3.76 3.80 3.89 3-87 3.20 0 .26 15.50--58.91
o . c 3.91 3.90 3.9 3 4-04 4.20 4.21 3.53 0.63 12.80
o . c 4.01 4.04 4.12 4.29 4-50 4.53 3.84 0 .97 1C.72 # >!■ « ♦ #
0.0 4. 13 4.19 4.33 4.55 4.80 4-84 4.13 1 .29 9.05
0.0 4.27 4.36 4.54 4.81 5-08 5.12 4.39 1-58 7.68 62 .90
o . c 4.42 4.54 4.76 5.06 5.36 5-38 4.6 1 . 1.83 6.53 41.08
o . c 4.58 4.72 4,98 5.31 5-61 5-61 4.79 2-C4 5.57 30-lB
o . c 4 . 75 4.92 5.19 5.54 5.83 5.80 4.94 2.22 4.76 23.59
o . c 4.93 5.11 5;40 5.75. 6.03 5.95 5.04 2 .36 4.06 19-15
TABELA IV 58
Erro ralattvo entre os valores obtidos utilizando-se as mesmas equa 
ções utilizadas na solução de referência, porém, utilizando-se valo 
res descontínuos para os pontos de quina convexos.
FUNÇÃO DE CORRENTE - RN == 5
c.o 
c.o 










c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
0.0 
c . o  
0.0 
c . o  • 
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . c  
c . o  
c . c  
c . c  
c . c  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . c  
c . o  
c . c  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . c  
c . o  
c . o  . 
c . o  
0 . 0  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
. c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . o  
c . c  
c . o  
c . o  
c . o  
0 .0  
c . o  
c . c  
c . o
c . o  
c . c o  
c . CO 
C.CC
c . c o
C.CO
c . c c
c . c o
c . c c
c . c c
c . c c
c . c o
c . c o
c . c o
c . c c
c . c o
c . c c
0. CO
c . c o  
0.00 
c . c o  
c . c o  
c . c c  
c . c c  
c . c o  
c . c c  
c . 00 
c .  01 




c .  02 
c.ci
O.Cl
c . c c  
c . c o  
c . c o  
c . c o  




c .  GA
C.C5 












■ 0 . 0 1  
c .  Cl 
C. Cl 
0 . 0 1  
c . c o  
o . co  
c . c o  
0.00 





















0 .0 1  
0 . 0 1  
0 . 0 1  
0 . 0 1  
o.oc 
o.oc 
0 .0 1  
0.03 
0.07 
0 . 11  





































c . c o
o . c o
o . c o
o . c o
o . c o
c . c c
o . c o
o . c o
o . c o
Oi CO
o . c o  
o . co  
o . c o  
o . c o  
o . c o  
o . c o  
o.ci 
















































C.O C.O C.C C.O O.C C.O 0-C
C.CC O.OC O.CO C.OC C.CC C.CC 0-C
C.CC c . o c O.CO C.OC C.CC C.CC 0-C
C.CO O.OC O.CO C.OC O.CC C.CC O.C
O.CC o . o c O.CO C.OC C.CC C.CC O.C
C.CC O.OC O.CO C.CC C.CC C.CC O.C
C.CC c . o c O.CO C.OC C.CC C.CC C.C
C.CO c . c c O.CO C.OC C.CO C .CC C.C
c . c o c . c c O.CO C.OC O.CC C.CC O.C
c . c c o . o c O.CC C.OC c . c c C.CC C.C
c . c c O.CC o . c o C.OC C.CC C.CC O.C
c . c c o . o c O.CO C.OC O.CC C.CC O.C
c . c c O.OC o . c o C.CC O.CC C.CC O.c
c . c c c . c c o . c o C.CC C.CC C.CC o . c
c . c c c . c c O .C l C . 01 O . C l c . c c o . c
c . 01 c . 01 O .C l c . o  1 c . C l c . o  1 c . c
c . 01 c . 01 O . C l c . o  1 O . C l C .O ] c . c
c . C l 0 .0  1 0.C2 c . 02 0.C2 c . o  1 o . c
c . C l 0 .02 0.C2 C.C2 ■O.c 2 c . 02 o . c
0 .02 0 .0 / 0.C2 c . 03 0.C2 c . 02 c . c
C.o'2 0 . 0 2 0.C3 C .03 C.C2 c . 02 o . c
C . 02 0.03 0.C3 C.C3 C.C2 c . o  1 o . c
0 .02 0.03 0.C3 C .03 C.C 2 •c.oc o . c
C . 02 o. oz 0.C2 C . 02 O .C l c . o  1 c . c
C. 01 0 .0  1 O . C l C.OC C.C 1 C.CA c . c
C . C l c . o  1 0.C2 C . 03 C.C5 . c.0 7 o . c
c . 05 C.C7 0.C8 C . ü í C . IC C . l  3 c . c
C. lA 0.  le C. le C. 17 C. 17 C . 2 2 c . c
c. 3A O.AA 0.3 8 C.2E C. 2 6 C.3A c.c
0.86 1.3C 0 .7 0 C .3 t 0 . 3 A I . I A o.c
1.75 0 .0 O.C C.O O.C C.O o.c
1.03 c . o
C.A3 C.C
C . 21 c.o
C. 13 0.0
C . 18 c.o C.C C.O O.C C.O c.c
0 . 7e 6.66 ♦ « -6.1C -3.9C - 3 .1 6 o.c
C.6G 2.62 *** *** -5.C5 -3 . 9 2 c . c
0-Al 1.2A '3 .91 - 5 .0 7 o . c
0 .15 0.A6 1.33 A.A5 c.c
c.ca c.02 0.2 0 C . 9 1 3.A3 ♦ « « c . c
0 .2  8 0.36 0.A3 C .3C 0.27 1.95 c . c
O.AA 0.65 O.ÇA C .92 C. 17 C. 19 o . c
0.58 0.85 1.12 1.3C 1.3C 1 .02 o . c
C. 6 8 1 .OG 1.31 1.5A 1.62 1-A6 c . c
0.75 1.09 1.A3 1.69 l . c C 1.7  1 o.c
0.79 1. lA 1. A8 1.76 1.89 1 .SA o.c
0.79 1.15 l.Atí 1 .76 1.9C 1.8-6 c.c
0.77 1.11 l.AA 1 .7C i.es ■ 1.8 5 o . c
0.73 . 1-OA 1.35 1.6C 1.75 1.76 o . c
C .67 0.96 1-23 1.A6 1.6  1 1.63 o . c
C.. 59 0.85 1. IC 1.31 l . A A 1.A6 o . c
0. 52 0.7A 0.96 I.IA 1 . 2 Í 1 .3C o . c
C.AA 0.63 0-82 C.9E 1 .CE 1,12 o . c
C . 37 0.53 0.69 C.82 C . 91 C. 9 5 o . c
0. 30 0.A3 0.5 6 C .6£ 0.1 6 C . 79 c . c
0.2A 0.35 0.A6 C. 5 5 0 .  e 1 C .65 o . c
0. 19 0.28 0.36 C.AA 0.A9 C . 5 2 o . c
0.15 0.22 0.28 C.3A •0.39 C-A2 o . c
0. 12 C.17 0 .2 2 C .26 0.3C C . 33 o . c
C. 09 0.13 0. 17 . C . 2 C 0.23 C-25 o . c
C.C7, 0. IC 0. 13 C. 15 0.18 C.19 o . c
C.05 0.07 0. 10 C. 12 0. lA C - 1 5 o . c
C.CA Ô.06 0.C7 C.09 0.11 C. 12 o . c
C.03 C.OA 0.C6 C.07 0.C9 C. IC o . c
C.03 • C.OA 0.C5 C.07 0.C8 C.09 o . c
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0. 7 3 
0 .50
0.0 
O . O C  
O .O C 
O .O C 




0 .0 1  
0.01 
0.01 
0 .01  




0 .03  
O.O^t 
0 .0  5 
0 .07 
O .I C 
0 .13  
0 .17  
0-22 
0 .27  
0.3fc 





1 . 2 Ç  - 
0.85 
0 .5 3  
0-35
o.c C.O 0 .0 O.C C.O O.C C.O o.c
o-co C.CC O.OC O.CO C.CC C.CC C.OC O.CC
0-CG O.CO O.OC O.CO C.CC O.CC C.OC o.co
o.co C.CC C.CC O.CC C.CC C.CC C.CC O.CC
o-co C.CC O.OC O.CO C.OC C.CC C.OC O.CC
0. Cl C . 01 0.01 O.CO C.OC O.cC C.CC O.CC
O .C l C . 01 0.01 O .C l C.OC O.CC C.CC O.CC
c.Cl C . 01 0 .0  1 O .C l C.CC O.CC C.CC C.CC
O .C l C .C l 0.01 O .C l C.OC C.CC C.OC O.CO
O .C l c.01 0.01 O .C l c.01 C.CC C.CC O.CC
O .C l 0 .01 . 0.01 O .C l c . 0 1 C.CC C.OC O.CC
O .C l C-01 C . 01 O .C l c.01 C.CC C .CC O.CC
O .C l 0 .01 0.01 O .C l c.c 1 O .C l C.CC O.CC
0.C2 C-C2 C . 02 O .C l C.O 1 O .C l C .0 1 O.CC
0.C2 c.02 0.02 0.C2 c.0 2 O .C l c.01 O.CC
0.C2 C-C2 0.03 0.C2 c . 0 2 0.C2 C.O 1 0-CC
0.  C3 C-03 0.03 0.C3 c.03 0 .03 C .O Í O-Cl
O.C^ C.C5 C . 05 0.C5 C.CA G.C3 c.02 O .C l
0.  C6 C.Cfc C . 06 0.C6 C .O í C.C5 C .C ? O .C l
0.  C8 0-C8 0 .0  9 0.C8 C . 07 0-CÉ c.0 < O .C l
0 .  11 0.  11 C . l  1 0 .1 1 C . 09 C.C7 C .O Í 0 .CC
0.  lA 0- lA O . I A 0.13 C . l  1 C-C8 C.O A O.CC
0. 18 C - 18 0.18 0 .1 6 C . I A C.C9 c.04 O.C 1
0.22 0.22 0.21 0.  19 C . 15 0 .  IC C .c-; 0 .C3
0.27 C-26 0 .2  A 0.21 C . l ? C . IC C .O Í O.Cè
0.35 0.32 C. 28 0.2 2 C . l  7 O . I C C.CC 0.11
0.^ 9 C. Al 0 .3  1 0.21 C - l A C.C7 C .C3 C . 1 s
0 .73 C-5S 0.32 0.  12 C.C3 C.CC C.Cfc C. 31
1 . 12 C. 90 C.3C 0.  lA C . 18 0.1 3 c.l 5 0 .7 S
1.67 ■ 1.70 C. 03 0.7 2 C.A6 0 .2 S c.2 « - O . C l







G . l l  
C.C5
2.11
C . 53 
0 .25 
0 .37
c.c c. 33 0-2 A 0.20 C. 60 23.7Ê- 10-C9 -A.l 1 -3.CA -2.35 O.C
C.O c. 15 0.05 0. 15 C. 8 1 3.09 0-11 2.8 1 í « 4 -6 .92 -2.AS
c.c c. 09 0.2A 0.55 1.13 1.76 1-59 1.22 C.e3 -3 .AC
c.c c.35 0-53 0. 83 1.2A 1.61 1-77 1.79 1.63 3.25 -A.31
c.c c. 59 0.75 1.C2 1.3A 1.65 1-88 2.0A 1.97 C .5C ■ -6.C8
c.c 0. 7A 0-9C 1. lA 1-A2 1.72 1.99 2.2 1 2. 2C C.72
c.c c. 80 0.95 1 . 18 1. A7 1-78 2-C9 2.36 2.39 1.39 6 . f A
c.c c. 77 0-92 1 . 16 1.A5 1.79 2.15 ' 2.A7 2.5A 1 .8C 1.C2
c.c 0.62 0.79 1.C3 1-36 1.7A 2.16 2.53 2.63 2.07 C. 3 7
C.O . 0.35 0.53 0. 80 1. 16 1.60 2.C8 2.5 1 2.  te 2.23 1.C2
C.O C.C7 0-13 0. AA 0-86 1.36 1.92 2-A 1 2.Í3 2.3 1 1.36
c.c C.62 0.3E 0.C2 0-A6 1.05 1.69 2.25 2 .3  c 1.58
c.c 1.26 0.98 0.56 C.CC 0-68 l.Al 2.03 2.38 2.26 1.68
C.O 1.91 1-58 1.C9 0-AA C. 3 2 1.11 1.79 2.18 2.15 1.69
C.O 2.A7 2. IC 1.55 0.83 0-01 0.83 1 .5A 1.96 1.9 9 1 . 6 A
■C.C 2.89 2.A9 1.89 1-13 C.27 . 0-58 1.2E 1.7 2 1 -BC 1 . 5A
C.O 3. 13 2.71 2.C9 í .32 0.A7 0-36 1-05 1.A8 1-59 l.AC
C-0 3. 19 2.77 2. 16 l.Al 0.59 0.19 C-83 1.2A 1 .3Í 1.25
C.O 3. C9 2-69 2.11 1. Al 0.65 0.C6 C.6A 1 .C2 1.17 1.C9
C.O 2.87 2.51 1 .98 1- 3A 0.67 0.C3 C-A6 0.E3 Ç-98 0.93
C.C 2. 58 2.26 1. 80 1-2A 0.65 0.10 C.35 0.6 6 C.8C 0.78
c.c 2.26 1.98 1.58 1. IC C.6C 0. lA C.25 0.51 C.6A 0.65
c.c 1.93 1.7C. 1.36 C.96 0.5A 0.15 C-17 0.39 C.5 1 0.52
c.c 1-61 1-A2 1 .15 0.82 0.A8 0. 16 C.IC 0.29 C-AC 0.A2
C.O 1.32 1.17 0.95 0.68 O.A 1 0.15 C-Cé 0-22 C.3C 0.33
C.O 1. 06 0.9 5 0.77 0.56 0.3A 0. lA C.03 ,0-16 C.23 0.26
C.O 0. 85 0.75 •0.62 0.A6 0.29 0-13 C.01 C. 11 C.17 0.2 0'
C.O f. 66 0-59 0. A9 0.37 0.23 0-11 C.OC O.C 8 C.12 0.16
C.O 0-52 0. A 7 0.39 0-29 0-19 0.C9 0.01 0.C6 C.IC 0.12
C.C C. Al 0-37 0.31 0.23 0-15 0.C8 C-O 1 O.C 5 C.OÍ C.IC
C.C 0.33 0.3 C 0.25 0- 19 0-12 0.C6 C.OC O.CA C.0£ 0.C9
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6.0
0 . 0  0 . 0  c . o
o . c  o . c o  0 .0 0
o . c  o . c o  c . 00
o . c  o . c o  0 .0 0
o . c  o . c o  0 .0 0
o . c  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  c . 00
o . c  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  0 . 0 0
o . c  o . c o  0 .00
o. c-  o . c o  c . 00
0 . 0  o . c o  0 .00
0 . 0  O.GO 0 .00
o . c  O.CO c . 00
O.c O-CO c . 00
o . c  o . c o  0 .0 0
0 . 0  o . c o  0 .0 0
o . c  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  c . 00
0 . 0  o . c o  0 .00
0 . 0  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  c . 00
0 . 0  o . c o  0 .00
o . c  o . c o  c . 01
o . c  o . c o  c . 02
o . c  0.01 O.OA
0.0 0.C2 c . 07
0.0 0.03 0.12
o . c  O.CA c . 19
0.0 0-C5 0.26
O .c  c . 06 0.28
O .c  0 . 05  0 .26
O .c  O.OA 0.20
o . c  0 . c 3 c . IA
0.0 0.02 0.07
O.c O.Ol 0.01
o . c  o . c o  C.OA
0.0 O.Ol C.07
0.0 C.01 0.09
o . c  C.01 0.10
o . c  0 .02  c . 10
o . c  0 .02  0 .10
o . c  0 .02  0 .10
o . c  c . 02 0 .10
o . c  0 .02  c . 10
o . c  0 .02  0 .10
0 . 0  0 .02 0.09
0 . 0  0 .02 c . 09
O . c  0 .02 0 .0  9
O.C 0 .02 0 .09
O.C 0 .02 c . 09
O . c  0 .02 0 .09
0 . 0  0 .02 0 .09
O.C 0 .02 C.09
O.C 0 .02 C.09
0 . 0  0 .02 0 .09
0 . 0  0 .02 0 .09
t).C 0.03 0 .10
O.C 0 ,03 O.IO
0 . 0  0 .03 0,10
0 . 0  0 .03 0 .10
O.C 0 .03 0.11
O.C 0 i03 0.11
O.C 0.C3 0.11
0 . 0  0 .03 O . lO ,
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0 .0 c.o 0 .0
O.OC C. 00 0.01 0.01 O.Ol -O.Cl c.01 0.0
0.00 O.Ol 0.01 0.02 C.02 0 .C2 c.03 0.0
0.01 C.01 0.01 0 .02 C.03 0.C3 c.03 0.0
0.01 C. 01 0.02 0.02 0.03 0 .OA C.OA 0.0
0.01 C.01 0.02 0.03 0.03 O.CA C.OA O.C
0.01 C.01 0.02 0.03 O.OA O.CA C.OA O.C
0.01 c.02 0,02 0.03 C.OA O.OA C.OA .0.0
0.01 0.02 0.02 0 .03 O.OA 0 .CA C.OA 0.0
0.01 c.02 0.03 0.03 O.OA O.CA C.OA 0.0
0.01 C. 02 0.03 0.03 C.OA O.CA C.OA .0.0
O.Ol 0.02 0.03 0.03 C.OA O.CA C.OA 0 .0
0.01 0.02 0.02 0-0 3 O.OA 0 ,CA C.OA 0.0
0.01 C.02 0.02 0.03 O.OA 0 ,CA C.OA 0 .0
0.01 C.02 0.02 0.03 C.OA O.CA C.03 0.0
0.01 C.02 0.02 0.03 0-03 0 .CA C.03 0 .0
0.01 0.01 0.02 0.03 0-03 0 .C3 C.03 0.0
0,01 0.01 0.02 0.03 0.03 0.C3 C.03 0 .0
0,01 C.01 0.02 0.03 C.C3 0.02 C.03 0.0
0,01 C.01 0.02 0.02 0.03 0 .C 3 C.02 0.0
0,01 O.Ol 0.02 0.02 C.03 0 . C 3 0.02 0 .0
O.CC 0. 01 0.01 0.02 0.02 0.02 C.02 0 .0
0,CC 0.00 0.01 0.01 C.01 O.Cl C.00 0.0
-0,00 C. 01 0.01 0.01 0.0 1 0 .02 C.03 0 .0
0.02 c.03 O.OA O.OA 0.05 o.ct C. 08 0 .0
O.OA 0.06 0.09 0.11 0.12 0. lA C . 16 0.0
0.08 0. lA 0.20 0.2 3 C.25 0.26 C .29 0.0
0,17 0.30 O.A 1 0.A7 C. A6 0 . A 5 C.A7 0.0
0, 32 0.65 0.95 0.95 0. 8C 0.7C C. 70 o.c
0.59 1.61 3,07 2 .07 1.26 0.97 C.98 0 -C
0.93 A. 00 0,0 0.0 C.O O.C C.O 0 .0
1.01 3.Al 0.0
0.81 1. 89 0.0
0.56 1.06 C.O
0.3A C.A7 0.0
O.IC 0.52 0.0 0.0 C.O O.C C.O 0 .0
0.15 1.76 ♦ # -9.25 -A.68 -3 .AC -2.65 O.C
0.31 2.06 -8.2A -A,76 -3.Í6 -2.08 0 .C
0,39 2.01 -7 .79 -A,71 -3.76 - 2 . 31 0 .0
0,A2 1.88 -7 .80 -A,71 -3 .f!7 - 2.A7 0 .0
0.A3 1.73 IA.56 -B. 17 -A,78 - 3 . 91 -2.61 0 .0
0.A2 1,58 10.56 -8.88 -A.88 -A .C'í -3.72 O.C
O.AC 1,A2 7.90-•10 .03 -5.00 -A . c t: -3.78 0 .0
0.38 1.27 6.0A-■11 .95 -5.11 - A . C 6 -3.77 0 .0
0.36 1. 13 A.69-■15-63 -5.21 -3.92 -3.67 0 .0
0.33 1.00 3.67 -5.28 -3.82 - 3 .A9 0.0
0.31 0.88 2.89 -5.35 -3 . 59 -3.22 0 .0
0.29 c . 78 2.27 -5.A5 -3.ZH -2.86 0 .0
0.2 7 0.68 1.79 10.03 -5.65 -2.8>í -2.A2 0 .0
0.25 0.59 1 .AO 5.2A -6.13 -2 .39 - 1.90 0.0
0.2A 0.52 1. 10 3.0 3 -7.69 -1 .7P -1.27 0.0
0.22 0.A6 0.86 1.81 -0 .96 -C.53 0.0
0.21 0. AO 0.67 1.07 3.36 -0 .2A -C.38 0.0
0.20 - 0.36 0,53 0.61 0.13 -2,52 - 1.58 0.0
0.20 <1.33 0,A3 0.32 0.90-■10,55 -3.30 0 .0
0.19 C.3i 0,36 0.15 1.11 * * * -6.30 0.0
0.19 0.29 0,31 0.05 1.13 8 .6C--13.79 o . c
0.19 0.28 0.28 0.01 1.05 5.3S í>í# 0.0
0.19 0.28 0.27 0.01 0.93 3.93 22.A3 0.0
0.20 0.29 0.28 0.03 C.78 3 .C2 lC.92 0.0
0.20 0.29 0.30 0.08 0.62 2.38 7.08 0.0
0.21 0.30 0.32 0.13 0.A6 1 .83 5.13 0.0
0.21 0. 31 0.3A 0.19 0.31 1 .A7 3.91 0 .0
0.22 0.32 0.36 0.25 C.17 1 . lA 3.06 0 .0
0,22 C.32 0.38 0.29 0.06 0 .8,7 2.AA 0.0
0.21 0.32 0.38 0.33 O.OA 0.65 1.96 0,0
Continuação da Tabela IV
61
FUNÇÃO VORTICIDADE - RN = 30
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
0 . 0  
o . c  
0 . 0  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  




o . c  
o . c  
o . c  
0 . c 
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0 . 0  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0.0 
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
o . c  
0 .0  
o . c
0 .0  
o . c o  
o . c o  
o . c o  
o . c o  
o . c o  
0 . co 
o . c o  
o . c o  
0. 01 
0 .01  
O.Cl 



























































0 . 0 0  
0.00 


























































0.0 C.O 0.0 0.0 0.0 O.C C.O 0.0
O.CO C. 00 0.00 0.00 C.00 O.Cl C-01 0.02
0.00 0.00 O.CO •0.00 0.01 0.C2 C-02 0.03
O.CC C.00 0.00 0.01 0.02 0.02 C-03 0.03
O.OC 0.00 0.01 0.01 0.02 0.C3 C-OA 0 .OA
O.OC 0.00 0.01 0 .02 C.03 O.CA C.OA O.CA
0.00 C.01 0.01 0.02 C.OA 0.C5 C.05 O.OA
O.CC 0.01 0.02 0 .03 C.OA 0.C5 C.05 0 - OA
0.00 0.01' 0.02 0.03 0.05 0.05 C.05 0 .OA
O.CC C.01 0.02 O.OA 0.05 0.C5 C.05 O.OA
0-00 C.01 0-02 O.OA C.05 0.C6 C.05 O.CA
0.00 0.01 0.02 0 .OA 0.05 O.Cé 0.05 0 .0 3
O.OC c.01 0-03 O.OA C.06 0 .C6 C.05 0 .C3
O.CC 0.01 0-03 0.05 0.06 O.Cé C.05 0.03
O.OC 0.01 0.03 0.05 C.06 o.ct C.05 0.0 3
O.CO c.02 O.OA 0.05 C.07 0.C7 C.05 0 .0?
0.00 0.02 O.OA 0 .06 C.07 0 .C7 C.05 0.02
O.CO C.02 O.OA 0.06 0.07 0 .C7 C.05 0.02
O.CC 0.02 O.OA 0.06 C.07 0.C7 C.05 0.02
O.CC 0.02 O.OA 0.06 0.07 O.Cfc C.05 0.01
O.CO 0.02 O.OA 0.05 0.06 O . c t C.OA 0.01
O.Cl C.01 C.03 0.05 0.06 O . c t C.OA 0 .00
O.Cl C. 01 0.02 O.OA C.05 O.Cb C. 0 3 0.01
0.02 ' C.00 0.02 0.03 C.OA ■ O . C i C .00 0 .OA
0.03 0. 01 0.00 0.02 0.02 O . C l C-OA 0.10
O.OA C. 02 0.01 0.01 C.01 O.CA C. 10 0.19
0.05 C.OA O.OA 0.05 C.07 0.11 C .20 0 .3A
0.06 C.05 0.05 0.10 C.17 0 .2i , C . 3 3 0 .55
0.03 C. 37 0.A9 O.IA O.AO O.A 3 C . A9 0.36
1.38 A.91 A. 3A 1.20 1.07 o.ei C.71 16 .Al
6.32 10. 87 20.81 3.67 1. A 6 1 .C9 7 1.57 0 .0
6.25 3.27 8. 3A
A. 15 C.53 2.66
2.65 C.02 1-29
1 .7A C. 02 0.A6
1.20 0. 19 -0.73 -3.98 -2.85 - 1 .A9 0.0
o.ei 1.02 5.18 3 .A8 -6 . 8A -A .33 -1 .A5
O.AA 1.22 2. 38 1.21 C. 75 ♦ # !í -5. 15 -2 .5 7
0.17 1. 11 1.71 1.33 C.60 2 .£2 -5.21 -2.9A
0.01 1.01 l.AA 1 .35 l.Ol 1 .C7 -5.10 -3.18
0.13 0. 9A 1.32 1 .AO 1.30 0 . I 3 -A .96 -3.38
0.21 0.90 1 .29 1 .A8 1.55 0.63 -A .80 -3.55
0.27 0.90 1.30 1 .58 1.76 1 . 2A -A.60 -3.66
0.3 3 0.91 1.32 1 .66 1.92 1 . í V -A. 3 A -3.70
0.39 C.93 1.36 1 .73 2.0 1 1.97 -A .02 -3.66
O.AA 0.95 1.39 1 .75 2.02 2 . 10 -3.6A -3.52
0.5C 0.98 1 .AO 1.73 1.96 2.C9 -3.17 -3 .28
0.55 1.00 1 .38 1 .66 1.83 1 .S7 -2.61 -2 .95
0.5 9 1.00 1.3A 1 .5A 1.63 1.7 5 - 1.89 -2-.53
0.63 0.99 1.26 1.38 1.38 1 .A7 -C.82 -2 .03
0.66 C.96 1.15 1.18 1.10 1.15 -1.A9 -l.AA
0.67 C.91 1.02 0.95 C.79 0.8C -0.77
0.67 0. 8A 0.86 0.70 C.A6 O.AA 7.30 -0.03





























































0 . 2 5
o . s e .
0.fc<3 
1 . 1 8  
1 .AA 
1 .êS 
1 .9C  
2 . 0 9  
2 . 2 5  
2 . 3 7  
2.A6 

















pag.aiii a partir do .obstáculo em direção ã. linha de centro, na região 
compreendida pela largura da restrição, e ã jusante na faixa com­
preendida pela região de recirculação.
Quanto ã utilização do metodo II, ou seja, o metodo depen 
dente do tempo, observa-se o seguinte.:
1. Para um mesmo numero de Reynolds, 'utilizando-se os valores da 
solução estacionaria, o máximo erro relativo percentual encon­
trado foi sempre inferior à 1 "*, em todo o campo de escoamento.,
2., Para se atingir um número de Reynolds mais elevado, partindo-se 
da solução de um número de Reynolds mais. baixo, o metodo e ex­
tremamente lento, mesmo adotando-se critérios de convergência 
menos restritivos que os utilizados para a solução estacioná­
ria, tanto para a função de corrente como para a vorticidade. 
Esta'observação concorda com Roache |3| , quando propoe novos 
métodos iterativos de abordagem estacionária para a solução das 
equações de Navier-Stokes. Segundo o autor, o metodo estaciona 
rio e muito mais rápido do que os métodos dependentes do tempo.
3. Apesar de consumir um tempo d e .computação bastante longo, o me^ 
mo se mostrou bastante estável, atingindo convergência até para 
Re = 25 com malha de dimensão .H = l/10. Para esta textura de malha, 
no caso do método- estacionário, o máximo número de Reynolds pa 
ra o qual se obteve convergência,’ foi Re = 17. Para se obter a 
convergência partindo-se da solução para Re=5 na obtenção dos 
parãm^etros de fluxo, para Re = 10 , foram necessárias 435 itera­
ções temporais com um intervalo de tempo AT = 0,0129'. Levando-se 
em conta que para cada iteração temporal, para um critério de 
convergência de 5 x 10""^, um número razoável de iterações para 
a função de corrente é necessário. 0 tempo consumido para uma 
malha de H,= l/40 seria realmente elevado, tornando este método 
pouco recomendado quando o número de pontos do campo computacio 
nal é muito grande. .
No que tange ao metodo da solução estacionária, o número 
de iterações gastas em média para se atingir, a convergência, ' para 
uma diferença entre os números de Reynolds de duas soluções consecu 
t.ivas não maior do que 3, sempre se situou em' torno de 600 itera^ 
ções, para H=l/40 e critérios de convergência correspondentes ã so-^  
lução de referência. 0 tempo gasto para se efetuar estas iterações 
é função da capacidade e velocidade de processamento do computador
6 3
digital utilizado, bem como da taxa de ocupação da unidade central 
de processamento (CPU), no caso de o acesso à referida unidade ser 
por processo iterative de usuários. Na realização deste estudo, o 
computador utilizado foi um IBM 4341, no qual o acesso á CPU, opció 
nalmente pode ser via terminal, e para estes,■pripridade de utiliza, 
ção do tipo iterative. Quando a taxa de utilização da citada unida 
de é baixa, o tempo consumido pelo programa ê de, aproximadamente 
20 minutos. Ã medida que a taxa de ocupação aumenta, o tempo nece^ 
sãrio pode ser estendido para 60 minutos ou ate mais. No caso de 
se fazer uso de malhas mais grosseiras, como H=l/20, este tempo ê 
bastante reduzido, caindo para cerca de 5 minutos, se a taxa de ut^ 
lização da CPU ê baixa.
3.2.2. . Perfis de velocidade
Os perfis de velocidades axiais estão apresentados nas f^ 
guras 10 a 15. Os perfis estão em escala, e '6,0m.m cor'responde a- 
uma velocidade axial U=l. Observa-se que, ã medida que se incremen 
ta o numero de Reynolds, ocorre um acliatamento do perfil de Poi- 
seuille, tanto na seção de entrada como na seção de Saída do obstá­
culo, mais notadam.ente na- seção de entrada. Este fato também ê ob 
servado por Lee e Fung |8 | quando faz a análise' dos resultados do 
estudo de um obstáculo senoidal. Outro pontõ que merece destaque e 
o alargamento da região de velocidade negativa a partir da parede 
em direção ã linha de centro e a jusante do obstáculo com o aumento 
do numero de Reynolds do escoamento. Observa-se ainda que, para os 
fluxos correspondentes aos. valores de Reynolds mais elevados, o es-, 
coamento na seção de saída não ê ainda plenamente desenvolvido, fa 
to que sugere o posicionamento desta íáltima a uma distancia maior 
do que 3R q , partindo da seção de saída da restrição , ainda que a
I
utilização das condições (19; 20) minimiza um pouCo os erros que, em 
razão disto, possam advir. ■
Nas figuras 16 e 17 estão traça^dos os perfis de velocida­
des radiais, onde um comprimento de 1 2 ,0mm corresponde a uma velocv 
dade radial V=0,628.
3.2.3. Distribuição de pressões
A figura 18 apresenta a queda de pressão na linha de cen­
tro, referenciada a uma pressão nula da seção de entrada, para os 
nilmeros de Reynolds 5; 10; 20; 30; 40 e 50. A linha tracejada r e - . 
presenta a perda linear de pressão para o fluxo de Poiseuille, na
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Fig 10= PERFIS DE VELOCIDADE AXIAL (u/U.) 
Re= 5,0
Figl2-- PERFIS DE VELOCIDADE AXIAL (u/U,) 
Re= 20.0
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Fig 13= PERFIS DE VELOCIDADE AXIAL (u/Uo) 
Re' 30.0
Fig 14= PERF IS  DE VELOCIDADE AXIAL (u/Uo) 
Re-- 40.0 .















































hipótese de não existir o obstáculo, equacionada por;
9P
- 8 Z = . ..........
Para os valores menores do numero de Reynolds, percebe-se 
que a curva de pressão torna-se paralela a esta linha, a jusante do 
obstáculo, apos ter ocorrido a recuperação de pressão estática, con 
firmando as observações feitas por Mills |3|. Para os números de 
Reynolds mais elevados percebe-se que na seção de saída a pressão 
estática ainda não foi totalmente recuperada, evidenciando a neces­
sidade de se utilizar a seção de saída posicionada mais ã jusante 
em relação ã restrição. Por outro lado, a perda de pressão a mon­
tante do obstáculo sugere o uso de uma seção de entrada mais prox^ 
ma do ressalto, o que pode ser observado também nos gráficos dos 
perfis de velocidades. . .
Observa-se ainda que, para a seção de entrada do obstácu­
lo, os valores obtidos para os numeres de Reynolds ate 20, tem uma 
magnitude aproximadamente igual a metade dos valores corresponden - 
tes aos obtidos por Mills ' |3 j . Isto se deve ao fato de ter sido u 
tilizado diferentes valores cáracterísticos na adimensionalização.
Pode-se constatar, ainda, que a largura do obstáculo faz 
com que ,a perda localizada seja aproximadamente ,o dobro da que ocor 
reria, caso esta largura fosse a mesma dimensão da malha.
3.2.4. Tensões de cizalhamento
As figuras 19 e 22 apresentam a distribuição da tensão de 
cizalhamento para diversas seções, enquanto que as correspondentes 
ã entrada e saída do obstáculo, estão representadas pelas figuras 
ZO e 21.. Confirmando os resultados de Cheng et al |7| , para o ca­
so estacionário, a maior magnitude da tensão de cizalhamento ocorre 
no ponto de quina convexo da seção transv^ersal de entrada da restri 
ção, onde ,23 na figura 20. Ainda que os perfis de tensões
apresentem um comportamento linearmente crescente para um pico, nas 
vizinhanças dos pontos de canto convexos, devido ãs incertezas ine­
rentes ã limitação de resolução associada com o tamanho da malha, 
esta deve ser interpretada, como uma estimativa de comportamento, a- 
pesar de a dimensão da malha ser bastante reduzida.
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3.2.5. Analise dos comprimentos de separação e posicionamento da
região de recirculação
A determinação dos comprimentos de separação do escoamien- 
to apds o obstáculo, está fundamentada na distância, em que a linha, 
de corrente nula e ramificada na seção de saída da restrição, se re 
encontra com a original no contorno rígido .ã jusante. Assim, a di^ 
tância compreendida entre esse ponto e a seção de saída do obstácu­
lo e chamada de comprimento de separação e será designado por 
.Deve-se salientar que.a determinação deste parâmetro fica sujeito ã 
ocorrência de erros provenientes da limitação da capacidade de reso 
lução de malha. A Tabela V apresenta os valores de (Lz/2Ro) corre^ 
pondentes aos escoamentos analisados. Os pares de valores (Re; L^/ 
2Ro) apresentam um índice de < 
poden.d.o ser equacionados por:
-- - 2correlaçao bastante alto (r = 0.,999),
= 0,064 R e ° ’^^ "^ ’ (49)
2Ro
Na figura 23 estão plotados os comprimentos de separação 
em função do niimero de Reynolds em escalas logarítmicas, confirman­
do a boa ajustagem representada pela equação (49), na faixa valores 
de Reynolds de 5 a 50.





Re L 2/ 2R 0 Re L2 /2R 0
05 0,264 31 1 ,19 2
08 0 ,37 2 .33 1,283
10 0 ,460 35 1,344
13 0,558 36 1,360
15 0,648 ■•'38 1,451
18 0,753 -40 1 ,508
20 0,828 4 3 1,598
23 0,931 ' 4 5 1,656
25 1,001 48 1 ,773
28 1,098 50 1 ,830
30 1,181
Tentou-se, também, -achar uma relação simples, que permi­
tisse posicionar o contorno da região de recirculação (f = 0 ), . em 
função dos parâmetros adimensionais Z/Rq e Re. Para qualquer um dos 
números de Reynolds calculados, conseguiu-sè obter uma correlação 
bastante boa entre os pares de coordenadas (R/Rq; Z/Zq) , correspon­
dentes aos valores nulos da função de corrente afastados da,parede, 
a jusante do obstáculo.. Assim, verificou-se que matematicamente, 
um polinómio do 2  ^ grau representa bastante bem aquela região, sa­
tisfazendo plenamente (r2=0,997) a relação R/Rq = f (Z/Rq). Em con 
trapartida, não se conseguiu determinar uma relação representativa 
para os coeficientes do polinómio, eni função do número de Reynolds. 
A Tabela VI apresenta os valores dos três coeficientes para o refe 
rido polinómio, para os números de.Reynolds calculados. Para os va 
lores de Reynolds que não constam da Tabela V I , recomenda-se o uso 
das seguintes equações de interpolação:
a = 1,044 5 3.In Re + 0,29122 x lO“  ^ . Re^ -
- 0,47193 X  10"^ . Re -.2,48945
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b = l , 2 9 0 7 9 . 1 n  Re + 0 ,2 8811  x l O “  ^ . Re^ -
- 0 , 5 4 2 2 5  X 10 “ '^  . Re^ + 0 , 41269 x 10"^ . Re^
- 0 , 1 7 6 5 6  . -Re - 1 , 5 4656
c = -0,12843 X 10"^ . I n  Re - 0,18724 x lO"^ , Re^ + 
+ 0,22491 . Re + 0,47595
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Fig. 23 = CURVA DE VARIAÇÃO DOS COMPRIMENTOS 
DE SEPARAÇÃO EM FUNÇÃO DO NUMERO 
DE REYNOLDS.
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TABELA VI - Valores dos coeficientes dos polinómios do 2"?
grau, para posicionamento da região de recircu 
lação, para os números de Reynolds calculados..
R/Ro = a (Z/Ro)2 + b (Z/Rü) + c
Re a . . b j . c
5 -0 ,2606 -1,0299 0,4661
8 -0,0290 -0,7007 0,4663
10 0,0217 -0,5103 0,4670
. 13 0,0631 -0,3867 0,4678
15 0,0502 -0,2877 0,4712
18 .0,0522 -0,2215 0,473.3
20 0,0503 -0,1855 0,4750
23 0,0422 -0,1465 : 0,4782 -
25 0,0435 -0,12 94 ; 0,4 788
28 0,0352 -0 ,1061; ' 0,4820
3 0 0,0301 -0,0908 0,4834
31 0,0344 -0,0911 0,4830
33 0,0269 -0,0770 0,4851
35 0,0265 -0 ,0706 0 ,48 59
36 0,0268 -0,0691 0,4861
38 0,0227 -0,0602 0,4874
40 0,0202 -0,0551 0 ,4889
43 0,0187 . , -0,0490 0,4897
4 5 0,0206 -0,0465 0,4897
48 0,0159 -0,0398 ■ 0,4914
50 0 ,0164 -0,0377 0,4916
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3.3. Validação dos re sul taci os .
Devido ã característica numérica da solução, procedeu-se 
a comparação dos resultados.obtidos computacionalmente, com os re­
sultados experimentais obtidos por Linsingen 21 na analise do mej; 
mo problema. ; .
Os números de Reynolds selecionados nesta analise experi­
mental são baseados no diâmetro do conduto e.na velocidade média do 
escoamento.. Os valores disponíveis para as diversas seções da solu 
ção experimental são: ' "
Re^ •-= 105; 163; 210; 300; 481 para a seção 2
Rep.= 31; 68; 131; 178; 234 para a seção 4
Re^ = 30; 54; 81; 140; 161; 200; 227; 368 para a seção 5
Re^  ^ = 200; 368 para a seção 8 ,
RCj^  = 202; 368 para a seção 10. -
A solução numérica do presente estudo tem os números de 
Reynolds baseados no raio dò conduto e na velocidade maxima do es­
coamento na linha de centro, que são equivalentes aos números ■ de 
Reynolds calculados com o diâmetro de canalização e a velocidade me 
dia.
Analisando-se os valores experimentais apresentados aci­
ma, observa-se que os diversos parâmetros poderão ser comparados a 
penas nas seções de entrada e saída do obstáculo, uma vez que são 
as únicas seções que apresentam valores para Reynolds menores ou i- 
guais a 50, ou seja, o mãximo valor para o qual se conseguiu conver 
gência no processo iterativo.
3.3.1. Comparação de velocidades axiais
Para fins de referência, identificar-se-ão os valores de 
velocidade axial obtidos experimentalmente por U'*' e os obtidos nume 
ricamente por U. As velocidades médias serão designadas por Um'*' e 
Um, e velocidades máximas na linha de centro do condut.o como Ug e 
Ug, respectivamente.
Fazendo-se uso dos valores de.viscosidade cinematica em 
função da temperatura, contidas na Tabela n “^ 13 do apêndice do tra­
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balho realizado por Linsingen |2l| e te,ndo--se em conta que II = 
para o escoamento Põiseuilliano montou-se a Tabela VII, onde 
aparecem o número da seção em consideração, o número de Reynolds do 
escoamento, a temperatura do fluida, a viscosidade cinematica, a ve 
loc.idade media e a velocidade maxima do escoamento na linha de cen 
tro. . .
TABEL7\ VII - Valores de velocidade no eixo de simetria do 
conduto em função de Re^ e da viscosidade ci^  
nemãtica.
Seção n° Rep Tf (°C) V (cm^/s) U+ (cm/s) U"'' (cm/s)
4 31 17,0 0,120 0,836 . 1 ,672
5 30 18,5 0,114 0,7 69 1,537
5 54 18,5 , . .0 ,114 . 1,3 83 2,76 7
Utilizando-se os valores da velocidade axial medidos expe 
rimentalmente e adimensionalizando-os com os valores da velocidade 
na linha de centro da Tabela VII acima, e comparando-se com as velo 
cidades adimensionais calculadas numericamente, determinaram-se- os 
desvios em relação aos valores obtidos experimentalmente. Estes v£ 
lores estão apresentados na Tabela VIII.
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TABELA VIII Velocidades adimensionais obtidas 




Seção n° Rep Pos, Tubo U+/U+ U Desvio (1)
4 31 1 3,09 2,149 ! 3 0 ,40
4 31 2 3 ,38 2 ,306 31,80
4 31 3 . 3,38 2,355 30,30
4 31 4 3,3 8 2,365 30,00
4 31 5 3,38 2,380 29,60
5 30 , 1 3,17 1,„,76 5 44,30
5 30 2 3,84 '2,466 35,80
5 30 3 4,62 2 ,988 35,30
5 30 4 4,75 , 3,181 33,00
5 30 5 4,75 ' 3,28 0 3 0-, 90
5 54 1 1,86 1,840 i 1,08
5 54 2 2,78 2,520 ./ ■ 9,35,
5 54 3 3 ,33 2,918 12,40 •
5 54 ■ 4 , 3;, 33 ' , 3 , 028 9,06
5 ■54 . 5 ,3,3 3 ■3',,060 8,11
0BÍ3.: Uma vez que não se conseguiu convergência parà ’Re > 50, utili
zaram-se os valores correspondentes a Re = 50, para se compa--
rar com os valores experimentais obtidos para Re^ = 54.
Analisando-se os erros relativos entre os valores de velo 
cidade axial obtidos numericamente e experimentalmente, apresenta - 
dos na Tabela VIII, observa-se que para os valores de Reynolds pro 
ximos ao limite inferior’ da gama de medição proposta por Linsingen
21 , os desvios são bastante grandes, diminuindo sensivelmente ã 
medida que se incrementa Re. Uma vez que os valores comparados são 
os correspondentes a um cruzamento de faixa proximo a um limite su­
perior para os calculados numericamente, e a um limite inferior pa 
ra os obtidos experimentalmente, seria extremamente errôneo caract_e 
rizar tais desvios como decorrentes do fato de se estar trabalhando 
com um sensor e amplificador de sinal de pressão diferencial em li^  
mites extremos de faixa. 0 mesmo raciocínio vale para os valores 
obtidos numericamente, quanto aos desvios que poderiam decorrer do 
fato' de se estar trabalhando com uma seção de saída posicionada a
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■«ma. distancia menor do que a'-necessária, para. se obter um perfil de 
velocidades plenamente desenvolvido. Além disso,-não se dispõe, de 
resultados numéricos correspondentes a valores de Reynolds, mais al­
tos, para se poder verificar a tendência de comportamento do erro. 
ou seja, se ha u.m crescimento na magnitude dos erros a medida que 
Re aumenta, indicando, neste caso, um mau posicionamento da. seção 
de saída da solução numérica, ou se ocorre diminuição nos erros re­
lativos quando se incrementa Re, caracterizando, neste caso, a ut_i 
lização de um sensor e amplificador de pressão diferencial inadequa 
dos ã faixa de medição correspondente ao limite inferior da gama de 
medições proposta no estudo experimeíital.
3.3.2. Posicionamento da região de recirculação e analise dos
comprimentos de separação
No que concerne ao posicionamento da região de rec.ircula- 
ção serã comparada a relação adim.ensional ordenada/diametro (R/2R q) 
para pontos correspondentes ã mesma relação abcissa/diâmetro 
dessa região, para os -escoam*entos com valores de Re = 22; 36; 44 e 
50. A figura 24 apresenta o posicionamento da região de recircula­
ção obtida experimentalmente para Rej^  ,= 36, com escala de 1,37 ; 1. 
As figuras 25, 26 e 27 apresentam o posicionamento da referida, re­
gião para Rep = 22; 44 e 50, com escalas de 1,5 2 : 1; 1,46 ; 1 e 
1,35 ; 1, respecti v a m e n t e .
Deve-se salientar ainda que estas comparações estarão a- 
companhadas de um pequeno erro, decorrente da distorção otica na di 
reção radial, apresentada pelo material acrílico do tubo transparen 
te utilizado no ensaio experimental.
A Tabela IX apresenta.a relação R/2Rg para os pontos da 
região de recirculação obtida experimentalmente, -e a relação R/2Rg 
obtida numericamente, bem como os desvios relativos com respeito a 
solução experimental, para as mesmas posições de abcissas adimensic 
nais Z/2Ro para R ~ 3.6 ^ utilizando-se:
a). Solução de referência.
b) Solução numérica obtida com as equações governantes na forma nã' 
conservativa com abordagem estacionaria’.
c) Solução numérica obtida com as equações governantes na forma co 




F i g u r a  24 - P o s i c io n a m e n to  da r e g i ã o  de r e c i r c u ­
l a ç ã o ,  segundo L i n s i n g e n  | 2 l |
Re = 22
F i g u r a  25 - P o s i c io n a m en to  da r e g i ã o  de r e c i r c u ­
l a ç ã o ,  segundo L i n s i n g e n  | 2 l | .
!2
Re = 44
F i g u r a  26 - P o s i c io n a m en to  da r e g i ã o  de r e c i r c u ­
l a ç ã o ,  segundo L i n s i n g e n  |21 I ■
i.i
Re = 50
F i g u r a  27 - P o s i c io n a m en to  da r e g i ã o  de r e c i r c u ­
l a ç ã o ,  segundo L i n s i n g e n  | 2 l | .  ’
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d) Solução numérica utilizando-se as equações governantes na forma 
. conservativa, com condição de contorno fornecida pela equação
(14) e abordagem estacionária. . '
e) Solução nLimérica utilizando-se as mesmás equações que resultam a 
solução de referência, utilizando-se, porem, a. técnica de se ado 
tar valores descontínuos para os pontos de quina convexos.
TABELA IX - Erros relativos no posicionam.ento da região
- de recirculação, para as soluções- numéricas 





























0 ,U 3 0,2528 0,2461 2,65 0,2463 2,57 0,2460 2,69 0,2418. 4,35 0,24E3 1,5S
0,225 0,23J8 0,2417 -2,94 0,2420 -3,07 0,2415 -2,85 0,2378 -1,28 0,2437 -3,79
0,337 0,2364 0,2341 0,97 0,2345 0,C0 0,2337 1,14 0,2300 ■ 2,71 0,2362 0,08
0,450 0,2325 0,2241 3,61 0,2247 3,35. 0,2235 3,83 0,2198 5,46 0,2263 2,67
0,562 0,2177 0,2116 2,80 0,2125 2,39 0,2112 2,99 0,2069 4,96 0,2142 . 1,S1
0,675 0,1892 0,1966 -3,91 0,1978 -4,55 0,1963 -3,75 0,1914 -1,16 0,2001 -5,76
0,787 0,1764 0,1789 -1,42 0,1804 -2,27 0,1790 -1,47 0,1728 2,04 0,1331 -3,80
0,900 0,1469 0,1580 -7,56 0,1600 -3,72 0,1587 -8,03 0,1505 -2,45 0,1637 -11,44
1,012 0,1210 0,1329 -9,83 0,1357 -12,15 0,1343 -10,99 0,1231 •-1,74 0,1402 -15,87
1,125 0,1087 0,1025 5,70 0,1057 2,76 0,1049 3,50 0,0893 17,85 0,1124 -3,40
1,237 0,0921 0,0646 29,86 0,0687 25,41 0,0687 25,41 0,0458 50,27 Ü,0771 16,29
Os valores de R/2Rg constantes da Tabela IX são valores 
médios dos limites indicados pela concentração das linhas de coran­
tes, limites estes que podem sér observados na figura 14 do traba­
lho de Linsingen |2l| e que foram reproduzidos por meio de amplia 
ção nas figuras 24 a 27. Estes limites demarcam uma região que se 
alarga ã medida que se aumenta a distância ,(Z/2Ro) a jusante do ob^ 
tãculo, caracterizando assim uma região de incerteza; bastante gran­
de junto a parede. Tal fenômeno supõe-sé,. estar associado com o c^ 
rater mais difuso do escoamento ã medida que se aproxima da parede, 
onde o corante se difunde em uma região mais larga, dificultando lo 
calizar-se precisamente a linha.de corrente nula. Ja para posições 
mais afastadas da pareâe, a característica mais advectiva do escoa­
mento se sobrepõe- a difusão, permitindo obter-se uma faixa mais es 
trei-ta, podendo-se, assim, identificar, melhor a linha! de corrente 
n.ula. 'Tal supo,siçã.o. concorda bastante bem co.m os desvios encontra-
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dos, onde para valores de 2/2R q até 1,125 resultaram em valores bàs 
tante baixos, evidenciando o perfil delgado da região de incerteza 
para valores de abcissa na vizinhança a esquerda desse limite.
Pode-se observar tambéiii a partir da Tabela IX que, uma 
vez respeitado o limite da abcissa adimensional acima citado, com 
exceção da formulação "e", todas as demais apresentaram erros de. 
magnitude bastante pequena, indicando que tais fQr.mulações são equ^ 
valentes no que diz respeito ao posicionamento da região de recir­
culação.
A Tabela X contém os desvios relativos referentes ao posi 
cionamento da região de recirculação entre as soluções numéricas de 
referência e as soluções experimentais correspondentes para Re= 22; 
44 e 50.
TABELA X - Erro relativo referente ao posicionamento da 
região- de recirculação, entre a solução nujneri 
ca de referência e a experimental para Re= 22; 
44 e 50. ’
Z/2R, Re P/2RÎ R/2Ro E P Í»
%
Re P/2RÍ R/2Ro ERRO
%
Re R/2RÍ R/2Ro E!®D
%
0,112 22 0,2432 0,2397 _ 1,44 44 0,2500 0,2482 0,72 50 0,2400 0,2494 -3,92
0,225 1 f 0,2320 0,2296 1,03 " 0,2414 0,2450 -1,45 50 0,2400 0,2468 -2,83
0,337 II 0,2040 0,2143 -5,05 0,2349 0,2394 -1,92 " 0,2400 0,2421 -0,88
o,soo 1 r 0,1677 0,1931 -15,18 II 0,2377 0,'2317 2,52 " 0,2400 0,2358 1,75
0,562 '■ 0,.12S1 0,1658 -29,43 0,22.17 0,2226 -0..41 II 0,2357 0,2231 3,22
0,fi74 " 0,0812 0,1297 -59,73 " 0,2045 0,2120 -3,67 " 0,2180 0,2191 -0,50
0,787 " 0,1854 0,1996 -7,66 " 0,2107 0,2092 0,71
0,900 0,1614 0,1851 -.14,68 0,1907 0,1978 -3,72
1,011 1 0,1473 0,1864 -26,54 " 0,.1697 0,1849 -8,96
1,123 M 0,1215 0,1494 -22,95
11 0,1567 0,1702 -8,62
1,236' " 0,1420- 0,1537 -8,24
1,348 " 0,1137 0,1350 -18,73
1,'I600 " 0,0850 0,1.135 -33,52
A Tabela X parece confirmar a hipótese anteriormente cita 
da, indicando que a medida que se aumenta Re, o escoamento ainda 
conserva as características advectivas mesmo para posições mais a 
jusante do obstáculo, fazendo com que a região de incerteza se man- 
tenhà estreita, e com pequenos desvios entre a solução numérica e a 
experimental.
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Quanto aos conjpriraentos de separação da região de recircu 
lação comparam-se a s 'equações que representam estes comprimentos em 
função de.Re. ,
a) Procedimento Experimental
L^/2Ro - 0,038  ^ (50)
b) Procedimento Numérico (para valor do expoente com um algarismo
significativo)
L2/2R 0 = 0,064 Re°’  ^ (51)
Pode--se observar que a curva que representa as duas equa­
ções ê a mesma, ou seja, é uma equação exponencial cuja forma gene 
rica ê y = ax^.
Assim, quando se ccmqiaram as equações (50) e (51) observa 
se que o expoente e o mesmo, ou seja, ambas tem a m.esma inclinação 
num grafico log-log, diferindo apenas no ponto onde a reta cruza . o 
eixo das ordenadas. Esta diferença representa um desvio relativo 
de 161 da solução numérica com relação a obtida, pelo procedim.ento 
experimental. Apesar deste erro não ser muito grande quando se com­
para o deslocamento entre as duas retas num grafico log-log, como 
mostra a figura 23 a diferença apresentada pelas abcissas adimensio 
nais resulta num erro relativo bastante significativo, quando se 
comparam os resultados apresentados pelas duas equações para um m^ e^  
mo numero de Reynolds. Este fato se justifica quando se analisa 
uma vez mais 0 comportamento da zona de incerteza, junto a parede 
ao se tentar posicionar a linha de corrente nula. Este fato é ilu^ 




A solução nuraerica das equações de Navier-Stokes £oi obti 
da para um escoamento viscoso, incompressível, axissimetrico, atra­
vés de um. obstáculo anular com arestas em canto vivo, com uma largu 
ra de R q/4 e um.a relação entre raios de ro/Ro ~ 0,5, para Re
0 - 5 0 .
0 fenôme.no do alongamento das curvas de igual vorticidade 
com o aumento do número de Reynolds como discutido no item 3.2.1, 
em,' concordância com Mills Í9|, deve ser, para este caso, original^ 
mente relacionado com o desprendimento de vortices a partir das qui^  
nas em canto, vivo d.a restrição. Em última analise, um lençol de 
vértices chega até proximo da parede; onde não existe velocidade 
convectiva suficiente para poder transporta-lo contra o efeito de 
refluxo inerente a propria vorticidade junto da parede. Um fluxo 
de retorno é então induzido junto ao contorno rígido e este por sua- 
vez cria uma região de re'circulação onde ocorrem ambos os fenômienos 
de difusão e convecção de vorticidade. Â m.edida que o número de 
Reynolds cresce e a convecção da vorticidade torna-se mais importan 
te do que a difusão, este lençol de vortices limite e transportado 
cada vez mais a jusante, alongando assim o comprimento das curvas 
de igual vorticidade, ou seja, aum.entando. o comprimento dos vorti­
ces a jusante do obstáculo.
Ainda que Mills l9| se justifique não tentar soluçõ-es pa 
ra Re > 25, alegando ser extremamente difícil distinguir os efeitos 
de estabilidade do procedimento numérico adotado, das instabilida- 
des hidrodinãmicas para pequenos distúrbios das equações do movimen 
to em si, bem como para se saber até onde estes distúrbios estão a^ 
sociados com.a instabilidade física real, conseguiu-se convergência 
numérica para numero de Reynolds ate Re' = 50, resultando era solu­
ções que podem ser comparadas com resultados e.x.perimie.ntais disponí 
veis, tais como os- obtidos por Linsingen i2li e Johansen |22|.
Com relação aos ressaltados numéricos obtidos, quando com 
parados, com. os resultados experimentais, observou-se a ocorrência 
de alguns desvios, cujos motivos so poderão ser esclarecidos apos 
realizarem-se medições dos parâmetros experimentais para valores de 
Reynolds mais baixos com sensores de pressão ou velocidades mais
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sensíveis, ou elevando-se os valores de Reynolds no procedirnento nu 
meriCO através de métodos mais estáveis que o método explícito atra 
vês da abordagem estacionaria.
Ainda que os desvios tenham alcançado valores significati
vos quando se comparara as velocidades axiais obtidas pelos dois mé­
todos para Re = 30 e 31, tais desvios iá se tornaram' sensivelmente 
menores para Re - 54, ainda que os resultados utilizados para o pro 
cedimento numérico tenha sido os correspondentes a. Re = 50. Se os 
valores utilizados fossem os corretos, ou seja, os correspondentes 
à Re = 54, os erros teriam diminuido ainda mais, uma vez que os va 
lores adimensionais dá velocidade axial , com exceção ao correspon­
dente ã linha de centro, teriam sido todos incrementados para produ 
zir um- maior achatamento do perfil, diminuindo assim ainda m.ais as 
diferenças para os valores experimentais respectivos.
Um outro fator indicador da convergência correta da solu­
ção numérica é o posicionamento da região de recirculação. Apesar 
de os valores de ordenadas. (R/2R q ) correspondentes a valores de ab-- 
cissas (Z/2R q ) proximo do extremo a jusante da região de recircula 
ção terem resultado em desvios bastante sensíveis em. relação aos va 
lores experimie.ntais, tais erros se tornam desprezíveis ã medida que 
se analisam as ordenadas (R/2Ro) correspondente a valores de abcis- 
sas fora da vizinha.nça do extremo final da região de separação, Pa 
ra os pontos dentro da vizinhança do extremo final da região de re­
circulação, as fotografias também não apresentam um comportamento 
definido, mostrando uma zona de incerteza bastante grande.. Isto se 
reflete também nos desvios surgidos na comparação dos comprimentos 
de separação, onde, de forma mais nítida, tal zona de incerteza se 
faz presente.
Como sugestão para se tentar atingir solução do escoamen­
to para num.eros de Reynolds mais elevados utilizando-se procedimen 
to numérico, podem ser adotados dois caminhos:
1. Não levar em consideração o tempo consumido para se atingir con 
vergência e utilizar o método por abordagem transiente, uma vez 
que este método é mais estável do que a abordagem estacionaria.
2. Utilizar-se um outro método numérico, tal como o das variaveis 
primitivas.
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Com respeito ao método Mac ( "Marker-and”Cell -Method'' ) , 
este se utiliza de uma formulação 'era diferenças finitas com pressão 
e velocidade como variáveis primitivas .dependentes. 0 apêndice IV 
apresenta a formulação- matemática para o método Mac. original, em co
o r d e n a das cartez i a n a s . Ap o s a 1 g ura a s mo dificaçõ e s , c h e g o u - s e. ã £ o r 
mulação Mac modificada, que passou a se chamar "sola", utilizada 
por Harlow e Víelch |5| .
No raêtodo sola, as equações da quantidade . de movi.-mento 
são resolvidas explicitamente para as duas componentes de velocida­
de axial e radj.al, e a equação da continuidade e resolvida implic^ 
tamente pela ajustagem das componentes de velocidade até que a equa 
ção. da conservação da massa seja satisfeita em cada célula. ’ A aju£ 
tagem das componentes da velocidade ê efetuada variando-se a pres­
são no interior de cada célula.
Um procedimento bastante razoável seria primeiro tentar 
se utilizar, o método Mac em sua formulaç.ão original, para em segui­
da fazer uso da versão sola.
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APÊNDICE I
Dedução das Equações do Transporte de Vorticidade a partir das Equa 
ções de Continuidade e do Movimento em sua Forma Dimensional Menos 
Conservativa (7,9)














3U V ^u ^ u _3u
3t 33r 3 z . 2 3 r“ r 3 r 3 z ■
(3)
Adimensionalizando-se as variáveis por meio dos parâme­
tros. R q (Comprimento característico igual ao raio interno do duto) 
e U q (velocidade axial na linha de centro do fluxo não perturbado 
pelo obstáculo), obtêm-se
tuo
Ro Uo Uo pvU 0 Ro
Substituindo-se estes parâmetros nas- equações (1) e (2)
obtêm-se :, 
Equação (1)
3 (U.U ) V.U 3 (V.U )
___2:. + ___ o + ^  = 0
3 (Z.Ro) R.Rq 3 (R.Ro)
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Corno Uq e Rq são constantes, eles podem ser colocados pa 
ra fora do operador di£erencia1, resu11ando :
Uo 3U  ^ Uo  ^ V Uo  ^ 8V _ V
Rq ’ 3Z ' Rq ’ R .^' Rq * 3R
I)ividxndo-se por (Uo/Ro) > obtera-se:
l y V  ^ 3 V










(Z.Ro ) p 3 (R-Ro)
+ V
3^(V.Uo) 1 3(V.U„) V.U 3^(V.U.)
_3(R.R o )2 R,Ro 3 (R.Ro ) (R.Ro )^ 3(Z.Ro )2
Como U q , Rq , V e p são constantes, podem ser retirados do 
operador diferencial, assim sendo:





Ro 3T, Rq 3 R Rr 3Z
vUq 3P vU q
---  -- -I----
R q 2 3R R q 2
3^V 1 3V V 3^V
+ —
3r 2 R 3R r 2 3z 2
.Dividindo toda a equação por (Uq  ^ / Rq ) ’ resulta:
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3P
9T 3R 3Z Rq Uq 3R Rr, U,"0 '-0
8 -V 1 'èY V
R 3R r 2 3z 2
Levando-se ern conta que o parâmetro
nuinero de Reynolds (Re
Ro Uo
— -^--  ^ obtèi!i"Se:
V
Ro.Uo
e o inverso do
3T 3R 3Z Re
ViZ  + . i h ' , +  i  lY  - _
3R 3R2 R 3R R
3^V
2 (5)
Procedendo analogamente com a equação ( 3 ) chega-se ã:
3T 3R 3 Z Re
3P ^ 3^U  ^ 1 3U-- -I---- + — --- + ----
3 Z 3 R^ R 3 R 3 Z ‘
( 6 )
Assim, obtém-se as equações de Navier-Stokes em. sua forma 
adiménsional:
l u  .  Y .  ^  = 0










iZ + liii + l ^  + liu
3Z 3R2 R 3R 3z 2
( 6 )
Derivando a equação (5J ejn relação ã Z e a equação (6j em 
relação ã R, resulta:
9Z3T8Z
3V , a2v '  , 9U ' 3V---h V -----  -T-- —'—'








R 3 Z 9 R





3R 3R 3R 3R 3Z 3R3Z
1_
Re
3^P 3_^ 1 3^U





As funções U, V e P sao supostas como séndo de classe
C(5), ou sejam funções contínuas com derivadas primieiras, segundas
e terceiras existentes e contínuas, podendo-se então permutar as de
rivadas parciais de ate terceira ordem, em relação ã R e ã Z nas e-
quações acima, segundo Fleming |l8|. Assim sendo, pode-se eliminar 
3 2p
as parcelas duas equações, resultando:
3 f3V 3U" 3V 3V , V 9 í 3V 3U'
3T ,3Z 3R. 3Z 3R 3R 3R 3R ,3Z 3 R. 3Z 3Z
9R 3Z
+ U
3 Í3V 3U' = 1_ ” 32 '9V - 3U' 32 + --------- Í3y 3U‘
3Z ,3Z 3R, Re 3r 2 ,3Z 9R, 3z 2 ,3Z 3 R.
1 9
R 9R
'oY 3u' 1__ Í3V 9lf
,3Z 9 RJ r 2 ,9Z 3R,
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3 Í3V aiJ' + ' n 3U' fav.^ 3Ul . V . í 3V .  ' M '
3T , 3 Z 3 R, dZ . 3r ;  ^3 ,R ■ 3 Z . 3 [-1 3Z 3 R,
+ U 3 ■ [dV _ 3U'  ^1-
■'3V . 3U' '_3V 3Ul
3Z 3 Z 3 R^ Re 3R2 ^3Z 3Z'^ 8 Z ^ _3Z ■' 3R,
1 3 f 3V 3U^ :L- fsv .. 3U'
R 3R ,3Z 3R_ r 2 , 3 Z ;■ 3 R,
(7)
dade ;
Introduzindo-se a definição matematica da i:unção vortici-
lY  _ ÍL"
Vz ' 3R («)
Alem disso, d a ,equação da continuidade (4), vê-se que:
3U _ V
8Z 3R ~ R
(9J
Substituindo-se (8) e (9), na equação (7) , resulta fi­
nalmente :
9T 3Z 3R R Re 3R' R 3 R R2 3Z'
(10)
Tendo-se em mente que.:
3R 3R 3R
a (OU) O - 'A]]U —  + fi ---DZ az'
9R SZ ' DR






aR az 8R az R
M  + y + iX
à u R aR
A última parcela do segundo termo é nula, uma vez que tem 
de satisfazer a continuidade (4). Logo; ‘
aR d L R aR az
E a equação, (10) pode ser reescrita na seguinte forma;
'PJí ,+ 3 + 5 (Vfi)  ^ 1_ 
3T az 3R Re
fi




Segundo Roache \l\ , esta forma da equação de transporte 
de vorticidade na sua forma em diferenças finitas, preserva a in­
tegral da propriedade da divergência de Gauss, apresentada pela e- 
quação contínua, e ë caracterizada por possuir a propriedade con­
servativa.'
9 8
A P Ê N D I C E  II
1 ~ Discretizaçao ria equação (7), do texto, na forma de diferenças 
finitas: '





-_1^ + ___ 1..12
r 2j / 3Z^ ^
Tomando“Se diferenças ascendentes para a derivada com re 
lação ao tempo, e diferenças centrais para as derivadas espaciais, 
e designando-se por meio de índices altos os referenciais temporais 
(nas derivadas espaciais, o índice alto sera omitido, ficando suben 
tendido que se trata de tempo presente) , para um erro de truncam.en- 
to da ordem de (AT) e H respectivamente, obtem-se:
dn. . .
3T 2aT
3(Í2V) . (OV). , . - (Í2V) . 2 
----„ 1 ^  -------- I-IjlÍ- + 0 (H)
3R 2H
3(ííU) (nU). . - (fiU) .
------________________________ + 0 ( H )
3Z 2H
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3 . ü . .  . 
J-jLÍ = .r '~i ^ -
2Q.^i
9R' l-[2
+ Q . -,
____liLii H- 0
.  - .Q .:
9R





, Subst:ltuinclo~se na equação as diversas parcelas, e aten­
tando-se para o fato de que quando se utiliza malhas pequenas estes 
erros podem ser desprezados, resulta:
-  q "  -,
,3  ^1____ LiJi
. AT 2H
. (ííU) . - (ÍHJ) . . ,
-T-1,1 _i_  ^ + 1 ^ ^  1 , i"l
2H
Re
3 1 > 1______3.1 .1-1.1  ^ 1_  ^ j+1,1 _ 3 ,1 ^
r 2 Rj 2H Rj 2




Q . . ~ 9. . . ■ fi..,, . V-,, . il. , . V. ' . ,Q . . 'IJ . . 
1 ’-^- J . 1  ^ lliaj- j - 1 , 1 •] - .L, 1 li.i + l 1 .1 + 1
AT 2H 2H
2H Re
. 1+^ ,1 1-1,1_____IjlIIÍ___ 3 ,1-1
h 2 •
h 2 r 2j




Tendo-se em conta as funções de corrente de Stokes
3 '1' . .
U. .
1 >1 R j 3 R
; V.
.31' . . 
1 3,1
n+1 n 
fi. . - fi. .
3,1 3,1
AT
^fi ■. -1 •3 -rl , 1-1 3Y . 3+1,1
fi - ■ . 3'F .
J -1 , 1 3 - , 1
L Ri +1 3 Z ■ ■ ■ Ri~l ■ 9Z
2H
f i . . , T
3,1 + 1 Rj 3R .





fi - T . . + fi . . . + fi
. 3 + 1 , 1  3 - 1 , 1  :
. . + f i . . ,1,1+1 3 , 1 - 1 4R. j2 + h 2
Re
-
h 2 Rj  2h 2
1 í f i .  , , . ~ f i .  ^ .1 
3 + 1 , 1  3 - 1 , i j2R jH




íTK . - ,Q . .
' . AT
j^-^ -l,i ^^j-^l,i + l ‘~ '^ j+1,1-1^ ^j~l,i '^^ 'j-l,i
4Rj+iH^ 4Rj_iH
^j,i + l ^"^j+l,i + l -j-T,i + P  ~ ^j.i-1 ^"^jH-l,i-l ^^j^-l,i-l^
4R jH
(í2. ,  .  + T  .  + sl. .  T  + ü. : ,) .  4Ri
j+1,1 3-1,1 , j ,1 + 1 j ,1-1^ 3
. 2 _
4 (4R.-2 + h2) íí. . + 2R-,H (H. , , . - fi. , .) 
■ 3  ^ j  ,1  J  ^ j -1-1,1 , J - 1 , 1^
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n+..l 
Ü . . ~ Ü . .
___
fi . - ■I -1 , 1
AT 4ir L R j.-1
(r,
 ^ j+l,i + l ^+1,1-1-* ' j+l,i + l . j-1,1+1-^
R -i +1J J
Q . .
R-;
^*^3+1,i-1 ~ ’^j-l,i-l^ ReR-
. - T + n. - .) “ 4 (4R-;2 + h2) c. . '+ 2RtI:1 (Q . , .  - ü . .)3 , 1+1  3 , 1 - 1 -^  ^ J  ^ 3 , 1  J ' 3+1 , 1  3 - 1 , 1 "
Designando-se ^  = a e eliminando-se o índice alto de
ü. . obtêm-se finalmente;
3.1
n+1






“i ó l i
- (^.1,1-1 - t » ■ 4 (9- • + ^ . ' . + ^ . . ' H-^ 3 + 1 , 1  3 -1.1 3 ,1+1
4Rj'2 f r 2 , o„ :
+ ü. . , ) - 4 — ------- ^ + A*] f„ _  ^ 1
r^2 3.1 '-^ j + l,i ^3-1 ,Í^ _
( 7 - I I )
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2 - Aciaptaçao da equação anteriormente deduzida, para a solução es­
tacionaria, na forma análoga de diferenças finitas:
Quando se despreza na equação (7-II) a variação temporal
resulta :
Aj - 1 ■ + 1
+ .1 -^ .1+1 
R-i Rj-:





R^. *^^ j+l ,i " ^j-l,i^





+ Q 2H.  .  ,  + T ) + —  (fi .  ,  .  - 0 .  T .  )
3 ,1 + 1 . 3->i-l^  ^ 1 + 1,1 3-1,1^
104






■c.. ,  '-J ”1,1+1 
^^3-1





-  w 1 ~







+ 4 fíí . , , . +  Í2 . T . + Q . ...,+ , I +
- J + 1,1 J-1,1 3 ,:h-1 . J ,i--i':
2H




3 - Discretizaçao da equação (6) do texto, desprezando-se a . varia­
ção, temporal :
3 Q . . dü . . Ü . Y . . T 
V. . 3 , 1 + u. . 3 > 3- _ 3 ,1__= 1__
 ^ 3R ^ 3 Z  Rj Re 3R^ Rj 3R
___ 3 ^
Tomando-se diferenças centrais, e desprezando-se os erros
2de truncamento da ordem de H ,  bem como utilizando-se das funções 
de corrente de Stokes, obtém-se: .
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1
r m u; ' 
*3,i+l 3,i-l
( . a  . , T- . ~ fi. ' 
3 + 1,1 _1-1,X - 1.Á.
f \ \ l - \\l
3+l,i 3-l,i
2 H 2H . h
l ■ . 21-1 ■
' fi . -. _ - fi . . " 
3,1+1 1,1-1
f i .  .
1 .1
'm _. w
j ,1+1 j ,1-1
2H Rj 2 2H
1_
Re
f i . . . -  2 í 2 . . +. fi . .
T +1 , 1 ___ 1 , 1 ,1-1.1 , 1
H,2 R-
fi. . “ fi. -, . 
2 H
f i  .  .
_li 1 -H 
.2RJ




*''^ 3,1 + 1 '^ j',i-l^  ^^3+1,1 /^j-l',i^ *^^ 3 + 1,1
'i'. , .) . (fi. . , - fi. . V)
3-1,1^ ^ 3  ,1+1 3 ,.1-1^
2HRe
R^^
fi. ; ('y. - '1' • • T )
- 3 , 1 1 . 1 + 1  3.1-1
4H^Re
4 (fi. -, . + fi. -, . + fi. . + 0. • •,) +  ^3 + 1,1 3-1.1 3 ,1 + 1 3 ,1-1^
2 H+ i±i(fi .-fi. . . ) -  










iß.'.-, - fi - .  T )
' 3 ,1+1 3,1-1^
4 ffi. , . + fi. , . + fi. ... + fi - . ) +  ^ 3+1,1 3-1,1 3 ,1+1 3,1-i^
m
Rj
( fi . -, . ~ fi . ) 
 ^ 3+1,1 3"1,1
Rj 2Rj ,i 4R-:
'F . . ) (fi . . - fi . , .) - (f . - f ■ T - ) • (i'î • ■ -lT
3,1-1^ 3+1,1 3-1,1- 3+1,1 3-1,1 3,1+1
fi . -, ) 
3,1-1'
(fi. , - + fi. -, . + fi. . . + fi. . i ) + 






4R-^ 2 8R^ 2 + l
1 .
~ í Ü ■ , 1 • + 
4 ' J+1,1
H
+ ,Q - , - - + ü + n . * ' ) -I---- í - . T • -  ^■ 1 • ) ~1-1,1 J,i+1 3,1-1-' ■ j + 1,1 3-1,
Re
16 R.;  ^ 3,1 + 1 3.1-1  ^ 3+1,1 3-1,i-", 3 + l>i
'V. , .) X ÍS2. . ~ n. . ,) 
3"1,1 3 ,1 + 1 3 ,1-1^
\ (6-1)
4 - Desenvolvimento da. equação (5) do, texto na sua anãloga em dife­
renças finitas:  ^ ■
^3 , i R. 3R^ ' 9Z'
T 3'i' . - 
i _____
Substituindo-se os diversos operadores da equaçao por
seu correspondente na forma de diferenças centrais para um erro de
2.truncamento da ordem de H, erros estes desprezados, tendo-se em 




- 2'F. 4' . ’:F . .
H 2







3 + 1 , 1 __ ' j -1 , i
2 H
f i . .
3 ,1
- 2R.- Ci" ‘F . + 'F . . /
J ^ 3  + 1,1 3-1 , 1 J ,1 + 1 . 3 ,1-1'
2îi^Rj2
H ('i'. , . - Ÿ. , .) + SR-iY-i T 
__  ^ 3+1,1____ 3 -1 ,1 -^ . 3 ■ J , 1
2h 2rj 2
SR-;'!'.- -] =  2R-j. . + f. -, . '+ 'F . . ., + w , . -, )
3 3 3 +1 , 1  3 -1 , 1  3 , 1  + 1 3 ,1 - 1
r2n 2,
y . . - —
3,1 4
H
2R.: ^^3+i,i " ^ - 1 , 1 ^  - « Rj"3,i
10.9
APEND I CE' ■ 1 1 1
Desenvolvimento das Equações para as Condições de Contorno junto
às Paredes Rígidas
1 - Equação de Primeira Ordem , .
Expandindo-se a função de corrente em serie de Taylor a 





AR^ + 0 CAR^)
3,1-
Figura 28 Expansão 



















0 V 9 U 9 V
Alem disso, ^ '= —  - —  e , ao longo da parede, —
9Z 3R 3Z






= ^j,i e assim, substituindo-se na
expansão, obtêm-se: ’F. . = 1'. . + i R-:S1. . . AR^ + 0 (AR^)
110
Rearranjando-se os termos e-lembrando~se que AR = M
.
3 ,1 R:;H^
- Mas, a função de corrente, na parede solida ê tomada nor­
malmente como zero, donde obtêm-se:
3 ,1 Rjpr
(Ia)
Seguindo-se raciocínio análogo, chega-se à 
Para paredes verticais com face para a esquerda:
3.1 RjH^
(Ib)






/ t ! / / ! ! ! / / ! / ! / / J
Figura 29 - Expansão 
da vorticidade nos 
contornos rígidos.
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2 - Equação de Segunda Ordem




= 0, - .
3,1 9R




U. T . - 4U. . + 3U. -
= 3-1,1 3-1/2,1 -
H
2~i± + 0 (I-r)
Notando-se que Uj i^ = 0 na parede, em termos da funçao de 
corrente de Stokes., resulta:
1 ” 1-1,l' - A í -1 ^^3-1/2,il






, i ~ -1 . i 
2.H/2
"j-i
f . . - 4'.. „ .
_______ 3 - 2 , 1
2H











(b) Ao longo de contornos verticais de face esquerda, para esta 
situação.
3 U 
3R ■ J , 1-
= 0 e sr. . = —
.................. ..............3Z-





Figxara 30 - Expansão 




(c) Ao longo do contorno vertical de face direita 
Analog-amente obtém-se: ' '
J r.l R-iH' j,i j,i+l j, i+2-
(2c)
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a p Bn d i c b  IV
Formulação matemãtic.a, pai'a o metodo das. variãveis' primitif- 
vas em coordenadas cartesianas - Metodo MAC.
0 uso das equações de Navier-Stokes e da continuidade nas 
variãveis primitivas u, v, p em duas dimensões foi realizada por 
Harlow e Welch | 23 | . A forma conservativa da equação adimensionalô^ 
zada da quantidade de movimento pode ser escrita como:






iX 9 (UV)  ^iV2  ^ _ 1____







Onde X e Y são os eixos coordenados cartesianos adimensio 
nais,' U e V são as velocidades adimensionais nas direções X e Y re£ 
pectivamente, e T ê a variável temporal adimensional.
Derivando-se a equação(l)em relação a X e  a equação(2) em 
relação a Y e adicionando-se membro a membro, obtem-se:
9 [9U , 9V , 9^U^ , 29^(UV) , 9^V^ _ 9^P 9^P
9T ^9X 9 Y 9X^ 9X9Y 9Y^ 9X^ 9Y^
Re 9X^
í M + iX
9X 9Y 9Y^ 9X 9Y
Mas i U  + i X  = D
9X 9Y
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ill +■ 1 
3T
9^'D
Re 3X^ 3Y^ '
(lj2)xx + 2CU.V),xy + (V")yy
Re
(l*xx + Dyy) “ Fp 
. (3)
Mas D é a propria equação da continuidâde, e portanto, 
D = 0. Porém, de acordo com Ames ,|18|, devido ã aproximação ou ite 
ração incompleta da Equação de Poisson, erros se acumulam e 
Dij J 0. 0 resultado da omissão de D- na equação (3) não so resulta 
em imprecisão, como também numa instabilidade na equação da quanti- 
dade de movimento. 0 termo D'p é para ser desenvolvido qualquer que
seja o esquema utilizado para 3U 3V , pela imposição de que
3T 3T
equação da continuidade seja satisfeita num tempo futuro, ou seja, 
D’?"! = 0.
1 >1
A estrutura celular do método Mac é definida como segue:
A pressão é definida em pontos nodais no centro das célu­
las, enquanto que as componentes de velocidade são definidas ao lon 












0  Ponto Nodal no 
Centro da Célula.
o Ponto Nodal no Con 
torno da Célula.
Figura 31 - Estrutura celular para o Método Mac.
As diferenças finitas são tomadas como
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'3^ 1 +1/2, 3  ^
9T
■ n+1...—  n" ....










9 ^1 + 1/2,3  ^
9X2




 ^ . - u2. .
1 + 1,3______ Lü.
AX
requer a definição de U nos pontos nodais, isto e Ui,j* Estas são 
obtidas tirando-se a media:
0 produto dos termos U.V são desenvolvidos como o produto
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das medias:
CU*V)i.^ l/2 j^ l/2 J *^ i^ + l/2,j‘'^ i+l/2,jfp ^^ i-a,j+l/2 i^J-M/2^
0 algoritmo construído para a equação(1),com o superíndi- 
ce n subentendido no lado direito da equação ê:
^i+l/2,j “ ^i + l / 2 J  ^ AX AX
^^^^^i + 1/2 , j-1/2 ~ ^^^^i + 1/2 , j + 1/2
AY
Re
^i + 5/2,1 ~ ^^i + l/2,.r^ ^i-l/2,j  ^
Ax 2




Existe tambem uma equação correspondente em j+i/2 






^i + lJ+1/2 ~ 1 + 1/2 ^i-l,j+l/2 ^
Ax 2
+ ^^i,j + l/2 ^i, j+1/2
AY^ ,
(5)
A equação (3) ê tratada cora o mesmo tipo de diferenciação
■ n+1




n n+1 n n
^°i.i , (°i,i - °i.i^ , I Í A J
3T AT AT
0 algoritmo para a equação (3), resulta:
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h V a x a Y
(UV) -if-i/2j-a/2
. . , - 2V^. . + . . , D . ■. V
+ ■ ■ iv3+l_______ i Q  i Q - 1  _ _J-1 _ 1
A Y ‘ AT Re
D. . . - 2D. . + D. -, . D. - 2D. . + D. . , 




D. . = 
i>3
^^i + l/2,:i ^i-l/2,j^  ^ *^ 1^,1 + 1/2 ' ^iJ-1/2^
a x AY
(7)
As condições de contorno sobre U e V são dadas pelo esta­
belecimento das médias nos pontos nodais. Para uma condição de não 
deslisamento na parede = j (parede horizontal).
U = 0, de modo queW
U . , / ^  - 0 ,  U. T/o - 01 + 1/2,w ’ 1-1/2 ,w
Enquanto que = 0 implica
Vi.„ = t = 0
Ou um valor fictício dentro da parede
^i ,w+l/2 ^ i  , w-1/2
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Este desenvolvimento corresponde à formulação Mac orig.i> 
lal. Apos algumas modificações chegou-se à formulação modificada 
o metodo Mac, que passou a se chamar Metodo Sola - "A numerical so 
ution algorithm for transient fluid floivs” - desenvolvido por
Harlov/ e Welch |5|. Neste metodo as equações da quantidade de mpvi^ - 
raento sao resolvidas explicitamente para as duas componentes de ve­
locidade U e V, ,e a equação da continuidade ê resolvida implicita 
mente pela ajustagem das componentes da velocidade através da varia 
ção de pressão, até que a equação da conservação da massa seja sa­
tisfeita em.cada célula. '
